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Introduccio

Al comencar batxillerat, ja anava pensant sobre quin tema podria fer el treball de

recerca i ho tenia molt clar, sobre robotica.

Quan ens van dir als alumnes que miréssim les propostes que van proposar alguns
professors a la plataforma moodle, el primer que vaig mirar va ser l’apartat de
tecnologia i, per curiositat vaig mirar el de matematiques, ja que és una assignatura que
sempre m’ha interessat. Em va cridar molt 1’atencié el treball anomenat “problemes
famosos de probabilitat” i vaig informar-me sobre els problemes que es citaven en la
seva explicacio. Tot i no entendre’ls massa, ja que només vaig fer probabilitat a 4t

d’ESO, van agradar-me. Finalment vaig escollir aquest treball i, me’l van assignar.

Sincerament, el mén de la probabilitat és dificil per a mi pero, cercant informacié i amb
material que m’ha proporcionat la meva tutora del treball de recerca, crec que em sera
facil entendre’l millor, no solament en conceptes siné6 també en historia. Abans
d’endinsar-me en 1’elaboracio del treball haig d’estudiar conceptes nous 1 recordar

alguns que ja havia estudiat fa un temps.

L’objectiu d’aquest treball és cercar informacid sobre les matematiques i la seva branca
de la probabilitat i atzar. Aixi mateix, al primer bloc d’aquest treball hi constara la
historia de la probabilitat: com va sorgir, els seus precursors, primers teoremes,
definicions, etc. Fins a arribar als nostres dies.

Seguidament, al segon bloc del meu treball introduiré alguns conceptes probabilistics.
L’objectiu d’aquest bloc sera entendre la probabilitat, amb els seus conceptes i saber
aplicar aquests.

Finalment, sabent com han evolucionat la probabilitat i 1’atzar i havent estudiat aquests,
m’endinsaré en el que seria el tercer bloc d’aquest treball: problemes famosos de
probabilitat. Aquests problemes els he trobat gracies a una llista que m’ha proporcionat
la meva tutora del treball de recerca. He triat els tres que més em cridaven ’atencio: el
problema del cavaller de Méré, el problema dels punts i el problema dels aniversaris.

Dins d’aquest bloc, també hi haura una simulacio del problema del cavaller de Méré.



L’objectiu de fer aquests problemes sera acabar d’entendre la probabilitat, veure com
han evolucionat els problemes juntament amb ’evolucio6 de la teoria de 1’atzar, mirar les

diverses solucions que s’han donat i saber resoldre’ls.

Abans de comencar, pero, voldria agrair a la meva tutora de recerca el seu suport i
seguiment, que m’ha ajudat a planificar el treball de millor manera. També agrair

I’ajuda a les persones que s’han interessat pel meu treball aportant-me idees o millores.



Probabilitat al llarg dels anys

L’atzar i els seus precursors

L’atzar, no té un inici historic, i, Obviament, tampoc un final. El que si és historic és el
moment en que I’home comenca a interessar-se per I’atzar com a fet desconegut.

La incertesa ha estat considerada i tractada en gran part de les cultures al llarg de la
historia. Malgrat aix0, no ¢és fins el renaixement que [’home realment pren contacte
directe amb 1’atzar i quan en conseqii¢ncia, n’inicia I’estudi.

El renaixement (com a periode historic) sorgeix en acabar I’edat mitjana (el 1453, amb
la caiguda de I’imperi roma d’orient), i aporta a la cultura occidental canvis
espectaculars en les concepcions artistiques, culturals, filosofiques, arquitectoniques,
mercants, industrials, intel-lectuals i cientifiques de 1’época.

Durant el renaixement, neix una nova relacio entre I’home i la natura. En aquesta nova
relacio, 1’individu huma concep la ciéncia des d’un punt de vista ideal i realista,
reconeixent la capacitat per explicar els fenomens naturals.

Es dona, per tant, un clar aveng en les matematiques i en la filosofia, i les dues ciéncies
comencen a proporcionar explicacions coherents per a fenomens que abans s’explicaven
en funcio de la situacié (es podien donar explicacions diferents per a fenomens

iguals que es produissin en un moment o en un altre).Aixo , va fer néixer ’interés per a
intentar determinar el que aparentment era indeterminable: 1’atzar.

La probabilitat neix més tard, perd ja en aquest periode es comencen a abordar
questions relacionades amb la incertesa, que es concreten
en gran majoria en els jocs d’atzar de 1’¢poca,
concretament als jocs de daus. La propia paraula atzar ve

de I’arab az-zahr, que vol dir “el dau”. Inicialment es

jugava amb uns 0ssos petits, amb les dues cares dels b 2

extrems bombades, el que fa que, sigui un dau de quatre cares completament diferents
entre si (el dau ciibic més antic se situa a ’any 2750 AC. a I’antiga Mesopotamia).
Comencen a sorgir, doncs, dubtes com per exemple com comptabilitzar el nombre de
possibles resultats al Ilangar un dau diverses vegades o com repartir els guanys d’un joc
quan aquests ¢és interromput abans que finalitzi. Veiem, per tant, que 1’atzar s’estudia

primer en qiiestions “quotidianes” o trivials.



Pacioli, Tartaglia, Cardano i Galileu

Els problemes que ocupaven els cientifics del renaixement estaven, sobretot, relacionats
amb els jocs d’atzar. Una de les principals incognites que diversos intel-lectuals van
intentar resoldre era el repartiment de guanys en un joc d’atzar quan aquest era
interromput, abans que finalitzés.

Les respostes eren tan diverses com incorrectes (com més tard es va comprovar), pero el
més destacat va ser que matematics i jugadors s’interessessin per la qiiestid, fet que va

donar lloc als inicis de les teories probabilistiques.

Luca Pacioli
El primer matematic conegut que aborda el problema del repartiment de |}

] o , Summa oe
guanys és Fra Luca Pacioli (1445-1514). En la seva obra central, | Mrithusctics geo

“Summa de arithmetica, geometria, proportioni et proportionalita”,
Pacioli planteja un problema com aquests:

- Dos bandols juguen a la pilota de tal manera que es necessiten 60

punts per a guanyar el premi, que és de 44 ducats* (22 aportats per

cada jugador). Per algun incident no poden acabar el joc i un bandol
queda amb 50 punts i ’altre amb 30. Es pretén saber la forma correcta

de repartir els guanys entre ambddés bandols.

Pacioli suposa que a cada bandol li pertany un determinat percentatge de la meitat del

premi, ja que son dos bandols; i proposa el segiient calcul:

g + % = % per tant g equivalen a 44 ducats, i a cada jugador pertoquen en

conseqiiencia g de 44 ducats (27,5 ducats) i % de 44 ducats (16,5 ducats),

Observem que Pacioli planteja el problema
sense tenir en compte 1’atzar. Organitza un
repartiment des del punt de vista aritmetic,
on no intervé I’atzar. El matematic parteix
de la idea que el premi total s’ha de dividir
segons els punts que porti cada equip o
bandol en el moment en que el joc

s’interromp, perd aquest argument NOMES

Fra Luca Pacioli

*El Ducat era la moneda de referéncia a Napols, a I'arribada de Carles de Borbd, al 1734. Es dividia en
10 carlins, aquests en 12 blats i aquests alhora en 12 cavalls. 7



té en compte el que succeeix en el joc fins que s’atura, sense considerar que si el joc no
fos interromput, aquest podria tendir cap a un bandol o un altre sense cap més distincid
que la de I’atzar.

El bandol amb més punts (quan el joc s’atura) no pot defensar un repartiment
proporcional dels guanys, ja que la diferencia de puntuacido en el moment de la

interrupcio és dificilment la mateixa que en el moment final acordat.

Niccolo Tartaglia

Més tard és Niccolo Tartaglia (1499-1557) qui repren la questié en la seva obra
“Trattato generale di numeri et misure”. Tartaglia es basa en la soluci6é proposada per
Pacioli i objecta el seguent punt:

“Si un jugador ha guanyat 10 punts i ’altre cap, en el moment de la interrupcio,
tot el premi de I’aposta hauria de decantar-se cap un dels jugadors”.

Aix0, des del punt de vista de 1’atzar, no té sentit. Tartaglia també mostra el seu nou

meétode de resoluci6 en el mateix problema que planteja Pacioli, que és el segient:

50 — 30 = 20; % = é; 23—2 = 7,33ducats. El jugador A, per tant, rep 22+ 7,33

ducats (29,33 ducats) i el jugador B rep 22 — 7,33 ducats (14,33 ducats)

Niccolo Tartaglia

e N

Aquest métode, en definitiva,
proposa que “el jugador que
porta avantatge en el joc rep la
seva part de 1’aposta® més la
part que queda proporcional al
seu avantatge” (tenint en
compte que la diferencia de
punts es 50-30=20, és a dir
1/3 dels punts necessaris per a
guanyar els 22 ducats, el

jugador amb 50 punts rebra 22

ducats de la seva aposta més

1/3 dels 22 ducats corresponents al seu avantatge). Aquest argument guanya

forca enfront al de Pacioli pel que fa al repartiment de guanys, pero altre cop es
*Els jocs d’atzar de I’época consistien fonamentalment en [’aportacio en igualtat, de cada jugador que

es constituia com a premi (Aposta), i el repartiment d’aquest entre els diferents bandols o jugadors en
funci6 dels avantatges o desavantatges de cadascul. 8



planteja una incoheréncia similar: el joc només té en compte I’avantatge d’un
bandol respecte 1’altre en el moment de 1’aturada del joc, perd cal remarcar que
tal avantatge podria variar en continuar el joc, o inclus podria guanyar el bandol

en desavantatge.

Girolamo Cardano

El segiient en reprendre el primer enigma probabilistic conegut fou Girolamo Cardano
(1501-1576), que aporta una nova resolucio per al problema del repartiment

de guanys. Amb la seva obra “Practica arithmeticae generalis” demostra I’error de
Pacioli i Tartaglia alhora que proposa un sistema de resolucié que si té en compte el
factor atzar, és a dir, la part del joc que mai s’arriba a jugar degut a la interrupcio.
Cardano proposa el calcul seguent, perd, tampoc és correcte des del punt de vista

probabilistic:

Part d’A =[1+2+3+...+(n-q)] i Part de B = [1+2+3+...+(n-p)]; on “n” és el nombre

o“_ n

de punts a jugar (en aquest cas 60) i “p” i “q” sén el nombre de punts guanyats
part A
part B

pels jugadors A i B, respectivament ( 50 i 30), on dona la proporcié

correcta del repartiment.

Girolamo Cardano

Posteriorment, Cardano va
escriure un llibre titulat
“Liber de ludo aleae”, un
dels primers

llibres coneguts dedicat
exclusivament a [D’estudi
probabilistic  dels  jocs
d’atzar i de problemes
relacionats, com 1’esmentat
per Pacioli o Tartaglia. Les
conclusions en aquest llibre
reflecteixen que Cardano
confon  probabilitat i

esperanca matematica.

Malgrat aix0  assimila



correctament el que €s un joc just, derivat d’un dau honest, i també el fet que les apostes

poden variar seguint unes pautes de probabilitat partint de la igualtat o equiprobabilitat.

Galileu Galilei

Galileu Galilei (1564-1642) va ser un dels principals cientifics del segle XVII, se’l
considera un dels pares de la fisica i I’astronomia modernes, tenint en compte les grans
aportacions que va fer en aquests camps, com també en les matematiques. Galileu
també es va ocupar de trobar
solucions coherents als
problemes proposats pels seus
precursors respecte al
repartiment d’apostes i les
tirades de daus. Aixi, en un
dels seus llibres titulat “Sobre
les puntuacions en llancament
de daus”, aborda, com calcular
el nombre de resultats
possibles al llancar tres daus.

Malgrat ja era conegut el
resultat (216 resultats diferents), Galileu va ser el primer en arribar al resultat amb el
simple calcul de 6°=216. També va proposar maneres diverses de saber quines
combinacions de daus eren més probables i quantes formes diferents d’aconseguir-les
existien. La seva aportacié més important a les primeres teories probabilistiques va ser
el que ell mateix anomena “la teoria de la mesura d’errors”. Galileu deia que els

errors de mesura son inevitables i, va classificar aquests errors en dos tipus:

-Errors sistematics: donats per la imprecisié del metode o els estris de mesura

- Errors aleatoris: donats per successos impossibles de controlar.

Aquesta classificacio, segueix vigent en 1’actualitat. Tambeé va observar que els errors
petits son més probables que els grans i que la majoria de les mesures donen valors
propers a la certesa. Amb aquests i molts altres estudis, Galileu va contribuir a les

primeres teories de la probabilitat, i també va fixar les arrels de la estadistica moderna.

10



Naixement de la teoria de la probabilitat

Blaise Pascal i Pierre de Fermat

La primera teoria de la probabilitat va sorgir com a fruit de la compenetracié de dos
intel-lectuals francesos del segle XVI1I: Blaise Pascal (1623-1662) i Pierre de Fermat
(1601- 1665). Aquests trobaren, de forma independent i paral-lela, respostes

matematiques per diversos problemes que se’ls va plantejar.

Sembla ser que cap a 1652, durant un viatge , Pascal va coincidir amb el jugador
professional de jocs d’atzar Antoine Gombaud, més conegut com el Cavaller de
Meéré (1607-1684). Gombaud, reflexionant molt sobre els jocs d’atzar, va entendre que

tenir un millor coneixement d’aquests li proporcionaria avantatges.

Va proposar a Pascal una série de problemes que van captivar a aquest i els quals I’any
1654 van fer partidari a Pierre de Fermat (1601-1665). A la correspondencia entre
Pascal i Fermat es van potenciar les intel-ligéncies i va donar lloc a I’inici del calcul de
probabilitats. Cal destacar que Fermat i Pascal, tot i ser els dos francesos i estar a una
distancia que ara trobem propera (uns 600km més o0 menys) mai van arribar a

coneixer-se personalment. Només es relacionaven amb cartes i escrits, una cosa molt

important per a la época ja que era molt dificil comunicar-se d’aquesta manera.

Blaise Pascal (1623-1662)

Aquest filosof, matematic i cientific frances va realitzar diverses contribucions en els camps de la
ciencia i el pensament. Amb 11 anys ja participava en reunions cientifiques. A 1642 va dissenyar
una maquina de calcular. Va ser anomenada Pascalina, una de les primeres calculadores
mecaniques que va funcionar realment. L’any 1654 va analitzar y demostrar les propietats del

, el qual els seus termes corresponen als nombres

III

triangle aritmeétic o “triangle de Pasca
combinatoris.

En 1655 es va retirar a un convent per dedicar la resta de la
seva vida a la filosofia i la religié.

11




Pierre de Fermat (1601-1665)

Es tracta d’un dels grans matematics de I’historia. El seu principal interés y la seva principal aportacié
dins de les matematiques va ser la teoria dels nombres (I'equacié x"+y"=z" no
te solucions enteres pera n > 2). També va fer contribucions importants

al camp de la geometria i a la determinacié dels extrems d’una funcié per
resoldre problemes d’optimitzacié abans de I'existencia del calcul diferencial.

El cavaller de Méré proposa a Pascal aquests tres problemes:

1-Suposem que tenim dos jugadors, A i B, participen en una aposta de 64$. El
jugador que aconsegueixi abans 3 punts guanyara tota la aposta, pero, quan A ha
guanyat 2 punts i B ha guanyat 1, decideixen deixar el joc. Com haurien de repartir-se

I’aposta?

2-En el llancament de 3 daus, qui té mes possibilitats de guanyar el que aposta al

namero 9 o el que aposta al nimero 10?

3- Que és millor, apostar a que almenys surt un 6 llencant 4 vegades un dau, o

apostar a que surt un doble sis llencant 24 vegades dos daus?

Malgrat que aquests problemes ara pugui semblar guestions trivials, en aquells temps no
ho eren, i tan un cientific com 1’altre van haver de servir-se de procediments matematics
complexes per trobar solucions coherents al problema. Aquests cientifics van fer
aportacions de gran importancia als camps matematics de la combinatoria, I’estadistica,

I sobretot a la branca que es va anar coneixent amb el nom de probabilitat i atzar.

12




Christiaan Huygens

Huygens (1629-1695) va basar les seves
deduccions en els estudis previs de Pascal i
Fermat, donant aixi certa continuitat i
evoluci6 a les teories d’aquests dos
predecessors.

Pascal i Fermat havien comencat a posar en
practica aquestes ‘“‘solucions” relatives als
jocs d’atzar de I’época, fet que va incitar a
Huygens (en un viatge que aquest va realitzar
i que el va posar en contacte amb cientifics
que tractaven qiiestions d’atzar proposades
per Pascal i Fermat.) a iniciar un intens estudi
pel que fa a la resolucio dels problemes en

jocs d’atzar. Aquest estudi, que deixa per

escrit en la seva obra “Sobre els raonaments relatius als jocs de daus”, introdueix per

Christiaan Huygens

primera vegada el concepte d’esperanga matematica per a variables aleatories que

prenen dos o tres valors.

Juntament amb aquesta aportacié, Huygens també va proposar formes de resolucié per

als problemes iniciats per Pascal i Fermat, pero a més va dur els casos a situacions

encara més complexes, com per exemple introduir un tercer jugador. Aportant aixi, no

tan sols una solucio als problemes tractats, sin6 també un meétode capa¢ de donar

solucions precises per a gran part dels problemes d’atzar proposats fins llavors.

13



Evolucié de la teoria de la probabilitat

Primeres definicions de probabilitat

Les definicions inicials de la probabilitat sorgiren quan es van anar deixant de banda els
casos particulars per comengar la recerca de teories generals. En aquest procés, que ja
va iniciar Christiaan Huygens, van trobar-se les primeres definicions de probabilitat.
El primer a donar una definicié formal del concepte va ser Jakob Bernoulli (1654—
1705), que en el seu llibre “L’Art de la conjetura” , explica en termes més 0 menys
moderns la definicid de probabilitat que ell va aconseguir. Uns anys més tard,
Abraham De Moivre accepta la definicio del seu predecessor i la va modificar dient
una cosa aixi: “Probabilitat: Una fraccié en la que el numerador és igual al nombre
d’aparicions del succés i el denominador és igual al nombre total de casos en els quals
el dit succés pugui i no ocorrer. Aquesta fraccio expressa la probabilitat que el succés
ocorri.” Una altra gran aportacié de Bernoulli va ser que dedui la forma de trobar la
probabilitat d’un succés malgrat la impossibilitat de comptar els casos favorables. Per a
fer-ho es va basar en el recompte de resultats que li eren favorables davant dels que li
eren adversos després de que el succés hagués tingut lloc. D’aquesta manera va

introduir el concepte de probabilitat estadistica.

Abraham de Moivre

Jakob Bernoulli

14



Teoremes basics de la probabilitat

Durant primer quart del segle XVIII es van proposar, desenvolupar i formalitzar el que
actualment s’anomenen teoremes de la probabilitat classica. Aquests teoremes, que
principalment son tres, van ser proposats per diversos autors d’aquest segle.
Malgrat ni Pascal ni Fermat ni Huygens van ser capacos de formalitzar aquests
teoremes, si es cert que els teoremes apareixen de forma implicita en les resolucions
d’aquests autors 1 utilitzats de forma correcta.
Els tres principis fonamentals, son els segients:

Teorema de la suma: El teorema de la suma va ser correctament aplicat per
Pascal i també Bernoulli el desenvolupa sense trobar resposta a les paradoxes que
sorgien de la seva aplicacié. Va ser finalment Thomas Bayes (1702-1761) qui va
formular el teorema de la suma de probabilitats i també qui va enunciar la férmula que
actualment segueix vigent:

- Per a conjunts amb interseccio: P(AUB) = P(A) + P(B)—P(ANB)

- Per a conjunts matuament excloents: P(AU B) = P(A) + P(B)

Teorema de la multiplicacié: Com en el teorema anterior, la multiplicacié de
probabilitats era ja coneguda per quasi tots els cientifics anteriors, a través de resultats
concrets. No obstant, va ser Abraham De Moivre el primer que el va estudiar
rigorosament. Aixi, en la seva obra “Doctrina de les probabilitats” I’autor va introduir i
escriure d’aquesta forma la definici6 de successos independents: “Direm que dos
successos son independents si un d’aquests no té cap mena de relacié amb I’altre”, i
també la de successos dependents: “Dos successos son dependents si la probabilitat
d’ocorrer d’un d’ells influeix en la probabilitat d’ocorrer de ’altre.”

Amb aquesta deduccio, De Moivre assenta una relacio matematica entre els diversos
successos, és el que actualment es coneix com a teorema de la multiplicacié.
-El teorema ens diu que: P(ANB) = P(A) - P(B/A) = P(B) - P(A/B)
-En cas de que A i B siguin independents: P(An B) = P(A) - P(B)

Teorema de Bayes: Els fonaments que va proposar De Moivre van obtenir una
gran difusid, fet que va induir a altres cientifics a ampliar alguns dels teoremes que

s’havien anat desenvolupant. Thomas Bayes (1702-1761), alumne de De moivre, va
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expressar la probabilitat condicional en funcio de la probabilitat de la interseccio. De
totes maneres, [’honor del teorema que porta el seu nom no és Unicament seu, ja que va
ser Pierre-Simon Laplace (1749- 1827) qui va desenvolupar gran part del teorema en
la seva “Experiencia amb la filosofia de la teoria de la probabilitat”. Al igual que els
altres dos teoremes, el Teorema de Bayes ja era usat anteriorment, encara que mai abans
havia estat formulat. El teorema de Bayes ens diu que, si tenim una serie
d’esdeveniments,A;,A;...A,, de manera que:
-Son incompatibles entre ells: A; N A; = O, si i)

-La seva uni6 és I’espai mostral: A; U A, U..Ap,=Q

I sabent que s’ha donat un esdeveniment B, es compleix que:

P(4;) P(B/A))
i=1 P(4;) P(B/A)

P (A;/B) =

Pierre-Simon Laplace

Thomas Bayes
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Probabilitat moderna

Teoria de 1a mesura d’errors

La teoria de la mesura d’errors va iniciar-la Galileo Galilei i la van continuar molts
altres cientifics, com, per exemple, Ticho Brahe (1546-1601). Brahe deia que:
“Cada mesura té un possible error i que la precisio de la mesura pot augmentar

si es realitzen varies acotacions i es calcula la mitjana aritmetica”

Els primers intents de construir la teoria de mesura d’errors van aparcixer de cientifics
com Roger Cotes (1682-1716), Thomas Simpson (1710-1761) i Daniel Bernoulli.
Aquests autors van mantenir certes discussions y desacords sobre la classificacio dels
errors, la frequéncia i la probabilitat amb que ocorren o tenen tendencia a ocorrer, etc.
L’interés per resoldre les qiiestions sobre la probabilitat era col-lectiu, aixo, ho demostra
el nombre de cientifics que van estudiar els assumptes de 1’época: P. Chebyshev
(1821-1894), A. Markov (1856-1922), A. Cauchy (1789-1857), Simeon Poisson
(1781-1840), K. Gauss (1777-1855) i A. Legendre (1752-1833).

D’aquesta manera, gracies a Bernoulli, es va introduir en la teoria de la probabilitat la
llei dels Grans Nombres, un dels conceptes més importants en el calcul de
probabilitats 1 amb amplies aplicacions en molts camps de 1’estadistica i de les
matematiques.

Dins de la llei dels Grans Nombres s’engloben diversos teoremes que escriuen el
comportament de la mitjana d’una successio de variables aleatories conforme
augmenta el seu numero d’assajos:

Concepte de variable aleatoria: En la recerca matematica, sorgeixen nous
conceptes de forma espontania. El concepte de variable aleatoria és un dels pilars
fonamentals de la probabilitat moderna. De fet, aquest concepte apareixia encobert en
gran part dels estudis anteriors (Com els de Huygens, o Galileu). Els primers passos per
a definir les variables aleatories, pero, els va fer Poisson el 1832. En el seu llibre “Sobre
la probabilitat dels resultats promitjos d’observacions”. La paraula “variable” va ser
utilitzada per primera vegada per Chebyshev, qui assumi implicitament que totes las
variables aleatories eren independents i va ser A. Liapunov (1857-1918) el primer en
usar el terme “variable aleatoria” i1 va especificar que serien independents quan fos

necessari.
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La probabilitat | els seus conceptes

La teoria de la probabilitat es troba relacionada amb altres branques, generes o
subgeéneres que li son propers. Des dels inicis, els problemes de probabilitat requerien
altres eines per poder resoldre’ls i, aqui és on prenen part 1’estadistica i la

combinatoria.

Estadistica: consisteix a la recopilacid, analisi, interpretacio i representacio de
dades. Per tant, una aportacié molt important de 1’estadistica a la probabilitat és la d’un
suport sobre el qual es permet analitzar les dades que han estat recollides préviament, i

la representacio d’aquestes de forma instructiva.

Combinatoria: una part d’aquesta, inclou el "comptar" el nombre d'objectes que
satisfan un criteri (combinatoria enumerativa), decidir quan aquest criteri es compleix, i
construir i analitzar els objectes que el compleixen. Per a determinar una probabilitat o
definir un atzar, per exemple, és fonamental recopilar i conéixer quin conjunt sotmetrem
a observacio o saber quants resultats ens afavoreixen enfront el total que poden succeir
realment.

En definitiva, les variacions, permutacions o combinacions esdevenen un pilar basic per

a les operacions en I’ambit de la probabilitat.
Concepte de probabilitat

La probabilitat €s la caracteristica d’un succés, quan existeixen raons per a que aquest es
realitzi. La probabilitat p de que succeeixi un succés S d’un total de n casos possibles
igualment probables és igual al quocient entre el numero d’ocurréncies h del

succés(casos favorables) i el nimero total de casos possibles n.

p=P{5}=E |

i “ ‘ *
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La probabilitat és un namero (valor) que varia entre 0 i 1. Quan el succés és impossible
direm que la seva probabilitat és 0. Si I’esdeveniment és cert i sempre ocorre la seva

probabilitat és 1.

Per a endinsar-nos mes a la definicio de probabilitat, farem servir un exemple:
Imaginem que tenim un dau i volem treure: a) Un 6; b) Un 5 o un 6; ¢) Un nombre

parell, quina probabilitat d ocorrer té cada esdeveniment?

_ casos favorables atreureun6 _ 1
a) P(treure un 6)_ nre. casos possibles T 6

2 . , .
b)P(treure 5 0 6)= < »Jaque ara no nomes volem treure un sol valor, sind que ens

serveixen dos (el 5 el 6).

c)P(treure nre. parell)= 2 , jJa que dins de tots els casos possibles, només hi ha 3

nombres que siguin parells.

Elements de la probabilitat

Conceptes basics

Cal fer una diferenciacio entre els diversos tipus d’experiments. Els experiments es

poden dividir en molts grups, pero, ara n’exposarem només dos:

Tipus d’experiments:

-Experiments deterministes: Son els experiments dels quals coneixem el
resultat abans de realitzar-ho. Com per exemple mesurar la temperatura d’ebullicio de
’aigua destil-lada.

-Experiments aleatoris: Son els experiments dels quals sabem tots els possibles

resultats pero, no podem predir el resultat que sortira, €s a dir, que depenen de ’atzar o

la sort. Com per exemple llencar un dau i anotar la puntuacio que surt a la cara superior.

19


http://es.scribd.com/doc/95655249/TREBALL-de-RECERCA-Paradoxes-de-La-Probabilitat

Un cop explicats els dos tipus
d’experiments, podem veure una relacid
en front a la manera de veure la realitat,
uns la veuen basada en tot allo que és
fisicament perceptible i conegut. En canvi
els altres, s’associen a la permanent

incertesa que engloba totes les coses.

Esdeveniments o0 successos

En tot experiment aleatori, cadascun dels possibles resultats que poden ocorrer

s’anomena esdeveniment elemental.

Per exemple: Quan Illancem un dau, trobem 6 possibles esdeveniments

elementals: Treureun 1, un 2, un 3, un 4, un 50 un 6.

També en tot experiment on intervé la probabilitat, és necessari conéixer el conjunt de
tots els resultats possibles, és a dir, el conjunt de tots els esdeveniments elementals.
Aquest conjunt és anomenat espai mostral. Es denota amb el signe Q.

Per exemple: Quan llancem un dau, [’espai mostral correspondria a tots els

resultats possibles, s expressaria Q={1,2,3,4,5,6;.

Dins aquest espai mostral, trobem subgrups o subconjunts, que no deixen de ser una
unié
de diversos esdeveniments elementals. Qualsevol d’aquests subconjunts dins I’espai
mostral s’anomena esdeveniment compost. Hem de tenir en compte que un
esdeveniment compost no pot estar format per més esdeveniments elementals dels que
hi ha dins de I’espai mostral.

Per exemple: a l’experiment de llencar un dau, un esdeveniment compost seria
preveure que sortira un nombre parell. Estaria format pels esdeveniments elementals de

treure un 2, un 4 o un 6.
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" (L), (1,2, (1,30, (L.4),(1,5), (1,6)
(2,10,02,20,02,3), (2,43, (2,5, (2,6)
(3,103, 20,03, 3103, 4%, (3.5), (3,6) I’experiment del llangament de dos
(4,1),(4,2),(4,3], [4,4), (4,5, (4,6) daus.
(5,13,(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6)

| (6,13,06,2),(6,3),16,4),(6,5) (6,6)

-Exemple de I’espai mostral a

Tipus d’esdeveniments

Esdeveniment segur: aquest tipus d’esdeveniment representa una realitat que
sempre es verifica i que sempre ocorre. Per tan, coincideix amb 1’espai mostral Q. La
seva probabilitat és 1.

-Per exemple: un esdeveniment segur seria llencar un dau i que surti un nombre

entre1i 6.

Esdeveniment impossible: Es I’oposat a I’anterior. Aquest esdeveniment no té
cap possibilitat d’ocorrer. La seva probabilitat és 0. Per tant coincideix amb el conjunt
buit, que és el conjunt que no té elements. Es denota amb @.

-Per exemple: Seguint amb [’experiment de llan¢ar un dau, un esdeveniment

impossible seria treure un 7. Ja que aquest valor es troba fora de I’espai mostral.

Esdeveniment probable: Es aquell que la seva probabilitat d’ocorrer és més
gran que la probabilitat que no ocorri.

-Per exemple: En el llancament d’un dau, un esdeveniment probable seria treure
un 1, un 2, un 3 o un 4. Ja que, és més probable que surti un d’aquests quatre valors

que els dos restants.

Esdeveniment improbable: Es I’oposat a I’anterior, aquell que té més opcions
de no ocdrrer que no pas de fer-ho.
-Per exemple: Seguint [’exemple anterior, [’esdeveniment improbable seria

treure un 50 un 6.
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Esdeveniment equiprobable: Dos esdeveniments o0 més sén equiprobables
quan tenen les mateixes probabilitats de succeir.
-Per exemple: Si llancem un dau, hi hauria la mateixa probabilitat de treure

par, que de treure senar.

Relacions entre esdeveniments

Els esdeveniments es relacionen de forma inevitable entre ells. Existeixen diversos tipus
de relacio que uneixen i exclouen els diversos esdeveniments que es proposen. Algunes

d’aquestes formes de relacions es plantegen a continuacio:

Esdeveniments iguals: Dos esdeveniments A i B son iguals si sempre que es
verifica A també es verifica B i a I’inrevés. A 1 B, doncs, tenen els mateixos punts
mostrals. Pel fet de ser iguals, sovint aquests esdeveniments representen la mateixa
realitat (A=B).

Esdeveniments complementaris o contraris: Es diu que 1’esdeveniment A és
complementari de B si A conté tots els elements de Q que no pertanyen a B. Es a dir, A
representa una part de I’espai mostral i B la resta. L’esdeveniment complementari d’A,

es anomenat A, de manera que A U A= Q.

Inclusié d’esdeveniments: Diem que A esta contingut en B si sempre que es
verifica A també es verifica B. Es diferencien dels esdeveniments iguals perqué en

aquest cas no sempre que es verifica B es verifica necessariament A.
Successos incompatibles: Donats els esdeveniments A i B, es consideren

incompatibles si no contenen cap punt de I’espai mostral en comu. En canvi, seran

compatibles si comparteixen una part de 1’espai mostral.
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Operacions amb esdeveniments

Unié d’esdeveniments: la unio de dos esdeveniments A i B, és un altre
esdeveniment format pels esdeveniments elementals que hi ha en A i B, s’escriu AUB.

Per a calcular I’esdeveniment format per A i B, es sumen els elements que pertanyen a

AiB.

Interseccid de dos esdeveniments: la interseccid de dos esdeveniments A i B,
és un altre esdeveniment format pels esdeveniments elementals comuns de A i B,
s’escriu ANB. Per a calcular la interseccid de dos successos cal trobar els seus elements

comuns.
Propietats de les operacions amb esdeveniments

Les dues operacions que acabem de veure, tenen una serie de propietats que faciliten el

calcul:

1.1dempotent 5.Dels elements neutres i

AUD=A; ANQ=A;
AUQ=0; ANP=0

AUA=AIANA=A

2.Commutativa 6.De la complementacio
AUB=BUAIANB=BNA AUA=Q; ANA=@;A=A
3.Associativa 7. Lleis de Morgan
(AUB)UC=AU(BUC) A=A

(ANB)NC=AN(BNC)

AUB= ANnB

N ANA=
4.Distributiva 0
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) A+B=A-B A-B=A+B

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
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Probabilitat d’esdeveniments

Frequéncies i les seves propietats

- Fregiéncia absoluta: S’anomena freqiiéncia absoluta d’un esdeveniment A el
nombre de vegades (na) que es verifica aquest esdeveniment, quan es realitzen

un nimero qualsevol (n) de repeticions d’un determinat experiment aleatori.

- Frequencia relativa: Es dona el nom de freqiiéncia relativa d’un esdeveniment
A al quocient entre la freqiiéncia absoluta de A i el nombre de vegades (n) que
es repeteix 1’experiment.

-Propietats de la frequencia relativa:

1 0<F(A)<1 per a qualsevol succés

f(Q)=1 f(@)=0

Si A'i B sén esdeveniments
3.| incompatibles, f(AUB)= f(A) + f(B)

Probabilitat d’un esdeveniment equiprobable

Un cop tractats els diversos tipus de successos que existeixen, les relacions entre
aquests i les operacions que se’n deriven, cal conéixer, per exemple, quina és la
probabilitat practica de que un succés arribi mai a succeir, 0 quina és la probabilitat que

succeeixin dos successos a la vegada, etc.
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Regla de Laplace

Per a poder aplicar aquesta regla hi ha d’haver una condicio:
-Els esdeveniments elementals han de ser regulars, és a dir, equiprobables.

Laplace ens diu que, en un experiment aleatori equiprobable, la probabilitat d’un

esdeveniment A, és:

nre.casos favorables a A

P(A) =
(4) nre.de casos possibles

Per exemple: imaginem-nos que tenim una urna amb cinc boles de colors diferents a
dins. Volem agafar a cegues una d’aquestes boles, es podria aplicar la Regal de
Laplace? Quina probabilitat hi hauria de treure cada bola?

- En aquest cas, si que es podria aplicar la Regla de Laplace, ja que qualsevol de
les cinc boles te les mateixes opcions de ser escollida.

-Aplicant la regla de Laplace obtindrem la probabilitat de treure cada bola:
P(treure qualsevol bola)=§=0'2, ja que totes les boles tenen la mateixa

probabilitat de sortir.
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Propietats de la probabilitat

La probabilitat té una série de propietats, que estableixen com calcular la probabilitat de
determinats esdeveniments en funcié de com es relacionen o de quin tipus sén. Les

propietats son les seguents:
1. La probabilitat de qualsevol esdeveniment és més gran o igual que zero i més petita o
igual que 1.

0<PA<1
2. La probabilitat de 1’esdeveniment segur és 1 1 la probabilitat de I’esdeveniment
impossible és 0.

P(2) =1 PO =0

3. La probabilitat de qualsevol esdeveniment és igual a 1 menys la probabilitat del seu

contrari.

P(A)=1-PA)
4. Quan dos esdeveniments son incompatibles, la probabilitat de la seva uni6 és la suma
de les seves probabilitats.

P(AUB) = P(A) + P(B)

5. Per a dos esdeveniments qualsevol, A i B, sempre es verifica que la probabilitat de la

seva unio és igual a la suma de les probabilitats menys la de la interseccié.

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(A nB)
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Probabilitat condicionada

En els experiments aleatoris, els esdeveniments, com ja hem vist, tenen diferents
relacions segons els casos. Doncs bé, la probabilitat condicionada €s la probabilitat d’un
esdeveniment B quan sabem que ha passat un altre esdeveniment A. S’escriu P(B/A) i es
llegeix “probabilitat de B condicionata A ™.

Quan calculem probabilitats condicionades hem de tenir en compte que el nou espai

mostral E’, coincideix amb 1’esdeveniment A.

P(ANB)

P(B/A) = =50

Condicionat a A

v

Teorema de la interseccio o de la multiplicacio

Tot 1 que ja hem explicat alguna cosa d’aquest teorema a la pagina 11, cal tornar a
explicar-lo en aquest bloc de conceptes. En aquest teorema diferenciem dues formules

depenent de si els successos son dependents o independents. Fem un recordatori:

-Direm que dos successos son independents si un d’aquests no té cap mena de

relacio amb I’altre.

-Dos successos son dependents si la probabilitat d’ocorrer d’un d’ells influeix en

la probabilitat d’ocorrer de 1’altre.
Un cop fet aquest recordatori, continuem amb les formules:
-Si son dependents: P(ANB) = P(A) - P(B/A) = P(B) - P(A/B)

-Si sén independents: P(AN B) = P(A) - P(B)

27



Teorema de la probabilitat total

El teorema de la probabilitat total ens permet calcular la probabilitat d’un esdeveniment
a partir de probabilitats condicionades. Si tenim una séric d’esdeveniments, Aj,

A,,...,A,, de manera que:

e SoOn incompatibles entre ells: Ajn Aj =@, si i #j.

e Lasevauni6 és I’espai mostral: A;U A, U ..U Ap=Q

Aleshores podem calcular la probabilitat de qualsevol esdeveniment B com:

P(B) = ) P(4y) P(B/A)
i=1
Teorema de Bayes

Tot i haver explicat aquest teorema anteriorment (pagina 11), és necessari mencionar-lo
a la part de conceptes. El teorema de Bayes ens diu que, si tenim una série

d’esdeveniments, Ay, Ay,...An, de manera que:

e SOn incompatibles entre ells: Ajn Aj =@, si i #j.

e Lasevaunid és I’espai mostral: A;U AU ..U Ay=Q

Sabent que s’ha donat un esdeveniment B, es compleix que:

P(4;) P(B/A))
i=1 P(4;) P(B/A)

P (4;/B) =
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Problemes famosos de probabilitat

Com ja hem esmentat al primer bloc d’aquest treball, més concretament a les pagines 8 i
9, el jugador professional de jocs d’atzar Antoine Gombaud va reflexionar molt sobre
concretes situacions i va proposar 3 problemes a Pascal, qui els va resoldre juntament
amb Fermat. Seguidament explicarem diversos aspectes sobre dos d’aquests problemes.

El problema del cavaller de Méré

Antoine Gombaud (cavaller de Méré) havia experimentat, a partir de la seva gran
experiéncia, que era millor apostar a favor d'obtenir almenys un 6 en llangar 4 vegades
un dau, mentre que apostar per almenys un doble 6 en llancar 24 vegades dos daus no
ho era. Aparentment, contradiu l'aritmética, ja que 6 resultats possibles en llancar un
dau és a 4 vegades que es llanca un dau, com 36 resultats possibles en llancar dos daus
és a 24 vegades que es llancen dos daus.

6 36

4~ 24

La seva curiositat el va dur a cartejar-se amb Blaise Pascal I’any 1654, demanant-li el
perqué d'aquesta contradiccid. Aquest fet es coneix amb el nom del Problema del
cavaller de Méré o en molt pocs casos com “el problema de les apostes avantatjoses”.

Plantejament i resolucio

Tal i com es pot analitzar, el problema esta format per successos equiprobables i per
tant, es podria resoldre utilitzant la regla de Laplace, perd en aquella epoca no es va
resoldre aixi, o sigui que ho farem tal i com es va fer anys enrere:

Per comengar, cal calcular la probabilitat del succés A = "Almenys un 6 en llancar 4
vegades un dau". En llancar 4 vegades un dau, es poden obtenir 1296 resultats diferents,
ja que es poden obtenir 6 resultats possibles per cada un dels 4 llangcaments, és a dir:
6-6-6-6=6*=1296 resultats possibles.

D'aquests 1296 resultats, cal saber quants contenen almenys un 6, pero per saber-ho, és
més facil buscar el succés contrari, €s a dir, quants resultats no contenen cap 6, per
despres restar-ho als 1296 resultats possibles. Per tant, calculem quants resultats hi ha
que tinguin tan sols numeros de I'1 al 5 i arribem a aquest resultat 5-5-5-5=5%=625
resultats que no contenen cap 6.
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D'aquesta manera restant el nimero de casos que no conté cap 6, al nUmero de casos
possibles total, trobem que: 1296-625=671 resultats contenen almenys un 6. Aixi que,
en 4 llangaments d’un dau hi ha més resultats que contenen un 6 (671) que resultats amb
cap 6 (625), per aix0 és avantatjos apostar a que sortira un 6. Si calculem els
percentatges, ens surt que:

625

Resultats que no contenen un 6 en 4 llangcaments amb un dau= oe = 0,4822 = 48,2%

Resultats que contenen un 6 en 4 llancaments amb un dau= 100% — 48,2% = 51,8%

Ara bé, aqui és on comenca el problema del cavaller de Méré:

A partir d’aquests calculs, suposava que també seria avantatjos apostar pel resultat
d’obtenir almenys un doble sis en una serie de 24 llancaments amb dos daus. No
coneixia altres matematiques que la Regla de Tres i la va utilitzar aqui, tot i que no hi
hagués proporcionalitat.

Per trobar la soluci6, hem de pensar també de quantes formes possibles es pot
desenvolupar el joc:

en un dau --> 6 cares.
en dos daus -->6-6=36 resultats.

en 24 llangaments amb dos daus --> son 36 resultats possibles en 24 partides, per
tant, 36%* partides possibles.

Calculem quantes d’aquestes partides no son favorables a I’aposta d’obtenir almenys un
doble 6:

amb dos daus --> 36-1= 35 resultats que no son doble sis.

en 24 llancaments amb dos daus --> sén 35 resultats possibles en 24 tirades, per
tant, 35%* amb cap doble sis.

Com que obtenim nombres més grans, treballarem amb els percentatges:
Proporcio de partides amb cap doble sis -->

nre.resultats que no sén doble 6 3524

= = 0,50859 = 50,869
nre.de casos totals 3624 Yo

Proporcid de partides amb almenys un doble sis --> 100% - 50,86%= 49,14%

Com que 49,14%< 50,86%, no és favorable apostar a que surt un doble 6 en 24 tirades
amb dos daus davant de 1’opcio de que surt un 6 en almenys 4 tirades amb un dau.

La diferéencia és molt petita, si, per0 si jugues moltes vegades com el jugador
professional Antoine Gombauld, ho acabaras notant perque perdras diners.
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Que hem aconseguit gracies a aquest problema?

A la soluci6 d’aquest problema, com en els que tractarem seguidament van apareixer ja
alguns conceptes que serien importants en aquest tipus de situacions:

El nimero de possibles partides diferents --> nombre de casos possibles.

El nimero d’aquestes partides en les que guanyariem --> nombre de casos
favorables.

El percentatge de partides guanyades --> frequiéncia relativa.

Aquest problema va donar un benefici molt major que 1’esperat pel jugador, va obrir
nous camins a la comprensio racional del que fins llavors semblava impossible de
comprendre, 1’atzar.

Simulacio

En aquest apartat farem una simulacié de les tirades del problema del cavaller de Méré
per tal de comprovar si els resultats tedrics, s’apropen als practics. La simulacio
consisteix a fer séries de tirades de daus, per veure si ens apropem als resultats que van
proposar Pascal i Fermat a la solucié d’aquest problema.

Podriem dividir aquesta simulaci6 en dos parts:

-Series de 4 tirades amb un dau i veure en quantes surt almenys un 6.
-Series de 24 tirades amb dos daus i veure en quantes surt almenys un doble 6.

Vaig fer 100 series de cada part, el que equival a unes 5200 tirades amb un dau. Pero,
no vaig llencar un dau 5200 vegades i vaig anar apuntant els resultats, siné que amb un
Excel, vaig fer una taula i vaig posar “valors aleatoris”, seguidament explicaré el
procediment.

2 _ =
/| Inicio | Insetar  Diseodepigina  Fomulas  Datos  Revisar  Vista @ -

B & Calibri vl - (AN JJ > ’fumsﬁm " 7 ﬁ

Portapapeles ™ F Nimero Estilos Celdas Maodificar
A8 M
VP va VR Vs VT vuU A% VW VX vY VZ WA WB WC WD

1 1dau X 2 daus X 1dau X 2 daus [

2 1 6 1 5 6 1 6 1 5 2 almenys un 6 56/100

3 2 2 2 1 3 2 6 2 2 6 almenys un doble 6 48/100

4 3 4 3 6 1 3 3 3 2 5

3 4 6 4 6 2 4 3 4 2 2

6 5 1 2 5 4 1

7 6 2 2 6 2 3 =

8 7 6 3 7 5 1

3 8 3 1 8 2 3

10 9 6 6 9 4 6

11 10 6 6 10 5 2

12 11 3 3 11 4 4

13 12 1 5 12 4 5

14 29 13 4 2 100 13 1 5 ¥

15 14 3 3 14 4 2

16 15 6 2 15 4 3

17 16 3 1 16 1 6

18 17 5 5 17 2 4

19 18 1 1 18 2 4

20 19 5 6 19 6 5

21 20 4 3 20 4 4

22 21 4 1 7 1 2

23 22 5 5 22 3 4

24 23 1 3 23 3 1

25 2 2 6 24 4 1
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A la taula podem observar unes files on posa “1 dau” i a sota una serie de numeros de
I’1 al 4; cada nimero d’aquests pertany a un llangament amb un dau on, al costat hem
apuntat el resultat que ha sortit. Hi ha un altre tipus de files, que posa “2 daus”,
consisteixen completament en el mateix que les altres, la diferencia és que en comptes
de fer 4 llangaments amb un dau, fem 24 llancaments amb dos daus, apuntant també els
resultats.

Si ens fixem, veure’m unes “X” al costat dels titols d’“1 dau” o de “2 daus”, aixo vol dir
que ha aparegut almenys un 6 o un doble 6, en aquella série. En cas de que no hi hagi
cap 6 o cap doble 6, no es posa la X, com ¢s el cas de I’ultima serie amb 2 daus de la
fotografia.

Per fer els valors aleatoris, he hagut de fer una serie de cada a ma i introduir la
“formula”: =ALEATORIO.ENTRE(1;6), aixi ens donara aleatoriament valors entre 1 i
6 a les caselles que nosaltres marquem (ho podem veure a la imatge de sota.)

_— . .= Ara només vaig haver de copiar aquesta
£ | =neatorio.entre(s) - estructura de la imatge 100 vegades per fer les
. P 5B E T % oirjes que vaig proposar-me. Hi havia un

Portapapeles [

D36 h

27| 1dau 2 daus inconvenient, cada vegada que copiava una
28 1 4 1 1 1
» 2 2 2 a6 série o posava una “X” per marcar que havien
30 3 5 3 6 6 . N N
| a 3 a 1 s sortit els valors que volia, es canviaven tots
32 5 6 5 7 \ - g
- . 2 [ a els valors de les demés séries automaticament.
i . = Llavors, havia d’anar série per série fent un
i o [ “enganxat especial” per a que els valors es
a7 10 4 5 . )
28 1 3 s quedessin fixes.
39 12 1 6
40 13 4 2
41 14 4 5
:2 iz ; i Pegado especial l 2|t
44 17 3 4
Pegar
45 18 4 5
a6 19 2 1 Todo Todo utilizando el tema de origen
47 20 3 1 Fdrmula: Todo excepto bordes
4 2 6 6 ] @ : Ancho de las columnas
49 22 6 3 de i % |
=0 2 2 3 Formatos de nameros y formulas
51 21 5 2 Comentarios Formatos de nimeros y valores
52 . . - Validacion
4 4 » M| Hojal . Hoja2 . Hoja3 ¥
oo Operadén
@ Minguna Multiplicar

Sumar Dividir

Restar

Saltar blancos Transponer

Aceptar ] | Cancelar
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Conclusio: Hem pogut comprovar que els resultats, més enlla de lo esperat,
s’apropen molt només fent 100 tirades. Per una banda hem obtingut que a les series de 4
tirades amb un dau de 6 cares, un 56% de les séries conté almenys un 6, valor que no
s’allunya del resultat proposat per Pascal i Fermat a la resolucié del problema.
En el cas de les séries de 24 tirades amb dos daus de 6 cares, ens hem trobat amb que un
48% de les series conté almenys un doble sis, valor que també s’apropa als resultats

teorics.

Resultat teoric

Resultat practic

4 tirades amb un dau

51,8%

56%

24 tirades amb dos daus

49,14%

48%

Aquests resultats practics podrien apropar-se molt més als teorics si féssim més séries a
la simulacio. Pero ja hem pogut comprovar que és favorable apostar a treure almenys un
sis en quatre tirades amb un dau a I’opci6 de treure almenys un doble sis en 24 tirades

amb dos daus.
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Problema dels punts

Juntament amb el problema del Cavaller de Méré, el problema dels punts és un dels
altres problemes que Gombauld va proposar a Fermat i que tractarem.

Situacio: Dos jugadors A i B juguen a un joc, en que, per cada partida guanyada s’obté
1 punt. El primer que arriba a 6 punts s’emporta el premi, que son 24 ducats. De sobte,
el joc s’interromp per causes desconegudes en el moment en que el jugador A té 5 punts
i el jugador B, en té 3. Davant la impossibilitat de continuar i acabar la partida, quina
seria la manera més justa de repartir el premi?

Plantejament i solucid

Dins d’aquest problema, hi ha 3 plantejaments i solucions diferents: una solucio va ser
proposada per Luca Pacioli, una altra per Niccolo Tartaglia i la tercera i més acceptada,
per Pascal i Fermat.

Solucio6 proposada per Luca Pacioli

Luca Pacioli va considerar un problema semblant a aquest en el seu llibre “Summa de
arithmetica, geometria, proportioni et proportionalita” . El seu métode consistia a
dividir I’aposta en proporcid al nimero de partides guanyades de cada jugador. Pacioli
va tenir un error, i és que no va tenir en compte el niUmero de rondes necessaries per
guanyar.

Seguint el métode de Pacioli, trobem aquest proces:

- El jugador A ha guanyat 5 partides i el jugador B n’ha guanyat 3, per tant, el
namero total de partides guanyades és: 5+ 3 = 8 partides guanyades. Com que el
premi total sén 24 ducats, llavors, les 8 partides totals guanyades equivalen a 24 ducats.
Perd un jugador n’ha guanyat 5 1 I’altre 3, o sigui que, al jugador A li pertoquen

Zdel premi i al jugador B %del premi. Es a dir, que cada jugador s’emportara:
5 ‘
Jugador A: gde 24, per tant guanyara 15 ducats.

3
Jugador B: 3 de 24, per tant guanyara 9 ducats.

Solucio6 proposada per Niccolo Tartaglia

Meés tard Tartaglia va proposar un altre métode seguint la resolucié basada per Pacioli a
la seva obra “Trattato generale di numeri et misure”. Proposa repartir el premi de
manera proporcional als punts que ha guanyat cada jugador.

Seguint el métode de Tartaglia, trobem aquests resultats:
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-Primer calcula la diferéncia de punts que hi ha entre els dos jugadors: 5 — 3 =
2 punts de diferencia. Seguidament, divideix aquesta diferencia entre els punts que fan

falta per guanyar la partida, és a dir: % = § . Aquest resultat el multiplica per la part de

. . , 12
I’aposta que ha proporcionat cada jugador, que aquesta part és 12 ducats --> 5 =

4ducats. Per tant, el jugador A rebra la seva aposta més 1/3 dels 12 ducats
corresponents al seu avantatge i el jugador B a D’inrevés. Es a dir, que cada jugador
s’emportara:

Jugador A: 12 + 4 = 16 ducats
Jugador B: 12 — 4 = 8 ducats

L’argument de Tartaglia guanya for¢a enfront al de Pacioli pel que fa al repartiment de
guanys, pero altre cop només es té en compte 1’avantatge d’un bandol respecte a I’altre
en el moment de I’aturada del joc.

Solucio6 proposada per Blaise Pascal i Pierre de Fermat
Aquests dos pensadors, van proposar repartir el premi 7 a 1. Vegem I’argumentacio:

Pascal: Com que el joc es pot allargar com a maxim tres partides més, el
jugador A s’emportaria el premi si guanyés la partida segiient (1/2 de possibilitats de
que ocorri), o si perdés la segiient i guanyés 1’altra (1/4 de possibilitats de que ocorri) o
si perdés les dues seglients i guanyes la tercera (1/8 de possibilitats de que ocorri). Per
tant, la probabilitat de que A guanyi és: % + i + % = §+ g +% = g i la probabilitat de
que guanyi B és de: 1 — g = % :

Fermat: Com que el joc es pot allargar com a maxim tres partides més es
consideren tots el resultats de jugar les tres partides i es compten els casos favorables a
cada jugador.El jugador A tan sols necessita guanyar una partida per guanyar el joc. En
la taula es representa els possibles esdeveniments que poden océrrer:

ABAAABBB

AABABABB

AAABBBAB
D’acord amb la taula, el jugador A compta amb 7 de les 8 possibilitats mentre que B, 1
de les 8. Per tant la distribuci6 justa dels ducats, ja que aquesta soluci6 és considerada la
correcta, seria la seguent:

7
Jugador A: 3 de 24, per tant guanyara 21 ducats.

1
Jugador B: 3 de 24, per tant guanyara 3 ducats.
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Problema dels aniversaris

L’objectiu del problema o paradoxa dels aniversaris €s determinar la probabilitat que hi
ha en un grup de n persones de que almenys dues coincideixin en la data de naixement.

Per exemple, el problema ens diu que si hi ha 23 persones reunides, hi ha una
probabilitat del 50,7% de que almenys dos d’aquestes persones facin anys el mateix dia.
Per a 57 persones 0 mes la probabilitat es major del 99%.

En un sentit estricte aix0 no é€s una paradoxa, ja que no és una contradiccio logica; és
una paradoxa en el sentit de que és una veritat matematica que contradiu la intuicio.
Seguint la intuicié pensem que la probabilitat és molt més baixa i que fan falta moltes
meés persones per a arribar a la probabilitat del 50%. Si a una habitacio6 tinguéssim 367
persones, logicament hi hauria almenys dues persones que farien anys el mateix dia,
tenint en compte que un any té 365 dies o0 366 si és any de traspas.

Com arribem a aquestes probabilitats?

Calculant les probabilitats és on comenca el problema dels aniversaris. La teoria va ser
descrita I’any 1938, en la teoria de 1I’Estimacid del total de la poblacié de peixos a un
Ilac, de Zoe Emily Schnabel.

Hem d’entendre que si una persona entrés dins una habitacidé amb 22 persones, la
probabilitat de que qualsevol faci anys el mateix dia que la persona que entra, no seria
del 50%, sin6 molt més baixa. El problema real d’aquesta paradoxa consisteix a
preguntar-nos si I’aniversari de qualsevol de les 23 persones coincideix amb 1’aniversari
d’alguna de les altres.

Calculem la probabilitat de que, en una habitacié6 amb n persones, almenys dues facin
anys el mateix dia, excloent anys de traspas i persones bessones, i tenint en compte que
existeixen 365 aniversaris que tenen la mateixa probabilitat. Hem de calcular primer la
probabilitat de que n aniversaris siguin diferents. La probabilitat de que cap persona faci
anys el mateix dia ve donada per:

365 364 363 365-n+1
"~ 365 365 365 365

p

Ja que la segona persona no pot tenir el mateix aniversari que el primer (364/365), la
tercera no pot tenir el mateix aniversari que el segon (363/365), etc. Si utilitzem notacio
factorial, podem escriure-la com:

365! e e
p=14365"(365 —n)!’ =
0, 365 < 1
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Ara, 1 —p és la probabilitat de que almenys dues persones facin anys el mateix dia.

1 365! 1<n<365
1-p= 3657365 —n)l’ =
1 365 < 1

Si fem els calculs amb n=23, que és I’exemple que hem seguit abans, en surt que:

1 365!
36523(365 — 23)!

~ 0,507

Es a dir, un 50,7% tal i com haviem dit al principi.

Com puc calcular la probabilitat de que algu faci anys el
mateix dia que jo?

La probabilitat de que qualsevol en una habitacié de n persones (excloent a vosté
mateix) facin anys el mateix dia que voste ve donada per:

" (364)”
365
On es necessitaria almenys una n de 253 per trobar un valor superior a 0’5, és a dir, del
50%.

Si provem de fer el problema amb n=23, com anteriorment hem fet, ens surt:

364\23

Es a dir, un 6,1% de probabilitats de que algu faci anys el mateix dia que vosté en una
habitaci6 on hi ha 23 persones a dins.
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Conclusidé

Un cop acabat el treball, cal tornar als objectius que vaig proposar-me quan vaig iniciar
aquest treball.

En primer lloc he de dir que realitzar aquest treball de recerca ha sigut una gran
experiéncia, em refereixo a tot el volum d’informaci6é que he hagut de cercar, el temps
que li he dedicat, els dubtes que m’anaven sortint i que he intentat solucionar, etc. Pero
amb la paraula “gran” em refereixo sobretot a totes les coses noves que m’ha aportat
aquest treball.

Ara si podem parlar dels objectius que vaig proposar-me abans de realitzar tot aquest
treball.

El primer objectiu era entendre millor la historia de la probabilitat i la seva evolucio.
L’he pogut assolir facilment cercant informaci6 i realitzant el primer bloc del treball,
“probabilitat al llarg de la historia”. He entés d’on surt la paraula atzar, com van sorgir
els primers problemes, com s’ha anat entenent cada vegada més aquesta branca de les
matematiques, etc. Una cosa molt important que he aprés estudiant la historia de la
probabilitat és, saber qui son tots aquells pensadors que he escoltat dir alguna vegada al
meu professor de matematiques o els he vist citats a llibres, com per exemple Bayes,
Laplace, Fermat...

L’objectiu del segon bloc “la probabilitat i els seus conceptes”, era entendre conceptes
probabilistics i saber-los aplicar, doncs bé, aquest és 1’objectiu que m’ha costat més
d’assolir, ja que m’he trobat amb molts dubtes i1 coses noves, perd finalment ho he
acabat entenent tot. La part que m’ha costat més dels conceptes ¢és, la probabilitat
condicionada i el teorema de Bayes, ja que, sGn conceptes que havia escoltat parlar
d’ells perd mai m’havia “enfrontat”.

Amb el tercer bloc “problemes famosos de probabilitat”, he pogut veure millor com ha
evolucionat la probabilitat i he pogut aplicar els conceptes que he aprés. Si ens
endinsem a cada problema, cal dir que:

-Al problema del cavaller de Méré no m’esperava pas aquests resultats, ja que
van en contra de I’aritmetica; jo creia que la probabilitat seria la mateixa i era el mateix
apostar cap a un bandol o cap a altre, pero ara ja sé resoldre el problema, trobar la
solucio i1 entendre els resultats de Pascal i Fermat. A la simulaci6 que he fet d’aquest
problema, els meus resultats no s’allunyen massa dels percentatges proposats per els dos
pensadors que van resoldre el problema, no esperava que hem donessin aquests resultats
sincerament.

-Al problema dels punts, personalment jo I’hagués resolt com Luca Pacioli.
Quan vaig mirar el problema per primera vegada, no entenia massa el perque la solucié
de Pacioli no era correcta, pero, seguidament vaig mirar millor el plantejament proposat
per Fermat i el proposat per Pascal i, va quedar-me clar. Ara, si se’m presentés un
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problema com aquest, s¢ que 1’haig de resoldre com ho van fer Pascal i Fermat, no com
jo creia que s’havia de resoldre, ja que és erroni.

-El tercer problema, el dels aniversaris, m’ha impressionat molt. El problema ens
diu que amb 23 persones ja sobrepassem el 50% de que almenys dues coincideixin en el
seu aniversari. Jo, com moltes altres persones m’hagués guiat per la intuicio i diria que
amb 23 persones el percentatge ha de ser molt més baix, que aquest resultat és
impossible. Sincerament, quan vaig comengar a mirar aquest problema, no em creia
aquests resultats, no sabia per on “agafar” el problema. Pero amb paciéncia i mirant-lo
bé, he aconseguit entendre el perqué de la formula per resoldre’l i el perqué del resultat.

Finalment, gracies a aquests petits objectius de cada bloc, he pogut arribar a 1’objectiu
de tot el treball de recerca: entendre i saber d’on ha sortit la branca de les matematiques
anomenada, probabilitat.
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