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Introduccio, estructura i metodologia

Tot plegat comenca ara fa gairebé un any, quan havia de triar el
tema del treball de recerca. Jo tenia clar que aquest treball havia
d’estar relacionat amb el mén de les matematiques, ja que des de

sempre m'han agradat i he tingut un especial interés en elles.

A I'hora d’elegir el tema van apareixer diverses opcions, pero la que
més em va sorprendre i agradar va ser la del moén dels fractals. Jo
no havia sentit mai aquest terme, ni el que significa, encara que
segurament ja n'havia vist algun anteriorment, tot i que no me
n‘adonés. Va ser llavors quan vaig veure la imatge d’un fractal, i em
va sorprendre per la seva bellesa. Aquest va ser el punt d’inici de la
meva eleccib.

La motivacio inicial rapidament va anar acompanyada d’un repte ,
esbrinar el fons matematiques que tenen aquestes figures. Aixi

doncs, el tema i I'objectiu estava decidit.

Quan vaig comencar la meva recerca aviat vaig percebre que el mén
dels fractals, a part de ser una branca molt recent de les
matematiques , és molt extens. Aquest va ser un dels primers
problemes amb que em vaig trobar perd no va ser I'unic. Per un
altre banda havia de destinar grans esforcos en la interpretacio de
la informacié que obtenia sobre els fractals, degut a que era un
tema totalment desconegut per a mi amb un alt contingut matematic.
Tot aix0 juntament amb el fet que els fractals han sigut un tema
bastant explotat en treballs de recerca, va fer necessari donar un
enfocament diferent al treball.

Estava clar que havia de familiaritzar-me amb tos els conceptes
relacionats amb la teoria fractal, pero vaig decidir donar-Ili un
vessant diferent, focalitzant els meus esfor¢gos en la interpretacio

del metode de Newton per a trobar arrels complexes d’una equacio i
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com aquest procés genera un tipus de fractals anomenats fractals
de tipus Newton. Per tant, tot i que el primer objectiu no havia
quedat modificat si que n’havia aparegut un de nou, estudiar el
metode de Newton en el pla complex i les seves aplicacions en la
construccio i representacio de fractals mitjancant algoritmes de

color. D’aqui el nom del treball.

En el procés de recerca em vaig adonar, que només amb una mica
més d’esfor¢ podia estudiar altres fractals , molt coneguts al pla

complex, aixi com la seva representacié com imatges fractals.

El treball esta organitzat en cinc grans blocs i dins de cada bloc hi

ha apartats especifics.

El primer bloc és el dels nombres complexos. En ell s'explica qué és
aquest conjunt, com es representen, les diferents formes que poden
adoptar i les operacions basiques per cada forma. Aquest primer

apartat és basic perquée els fractals sén al pla complex i primer s'ha

de tenir una idea general dels nombres complexos.

El segon gran bloc correspon als fractals. En la primera part es
realitza un desenvolupament de la teoria fractal aixi com de les
seves caracteristiques basiques. Després es presenten els dos
grans tipus de fractals: els geomeétrics i fractals al pla complex.
Finalment s'explica com es representen aquest ultims aprofundint en

els sistemes dinamics i algoritme de color.

El tercer bloc correspon al metode de Newton. En aquest bloc
primer es defineix el terme analisi numeéric, ja que el métode de
Newton en forma part. Perd I'objectiu principal és la seva descripcio
mitjangcant exemples , I'estudi de les seves particularitats en la
convergeéencia i finalment la seva aplicaci6 en la construccio de

fractals.
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El quart i cinqué bloc intenten mostrar les aplicacions de tot I’estudi
matematic fet fins al moment.

Per una banda el quart bloc pretén fer una detecci6 dels fractals en
la vida real, amb I'objectiu de mostra que no només sén un objecte
matematic curiés sin0 que existeixen, amb les seves limitacions.
Amb el cinqué bloc intentaré aprofundir en el mén de la imatge
fractal, creant els meus propis fractals amb el programa Fractint.
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1. Conjunt dels complexos.

1.1. Conjunt dels complexos

Com ja sabem existeixen sis conjunts numeérics : naturals (N), enters (Z)

, racionals (Q) ,irracionals, reals (R) i complexos (C) . Cadascun

d’aquest conjunts s6n una successiva ampliacidé de I'anterior, menys el
conjunt dels nombre irracionals que esta format pels nombres que no es

poden expressar en forma de fraccié.

Els primers nombres en aparéixer van ser els naturals, degut a la
necessitat de comptar coses. La resta de conjunts numerics van anar
apareixent com una necessitat de trobar noves solucions a les

equacions:

- Enters: x+a=0 x=-a

- Racionals: bx+a=0 x=-—=

- Irracionals: x’—a=0 x=+a

- Complexes: x*+a=0 x=+-a=4+ai

N NATURALS
Z ENTERS ZERO
Q RACIONALY
R REALY ENTERS NEGATIUS
C COMPLEXES
FRACCIONS
IRRACIONALS
IMAGINARIS
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Un nombre complex és una expressié de la forma a + bi, on ai b sén

nombres reals i “i” és el resultat de I'arrel quadrada de -1. D’aquesta

expressio, a és la part real i bi la part imaginaria.

Un nombre complex sense a, es a dir sense part real, és un imaginari
pur z=Dhi
Un complex sense part imaginaria bi, és un nombre real. Es per aix0o que

els nombres complexos engloben tots els nombres.

Els nombres complexos s'utilitzen sobretot en mecanica i en fisica.

1.1.1. Placomplex

Els nombres reals es poden representar sobre una recta, pero els
complexos com estan formats per dos parts, la real i la imaginaria es

representen al pla.

Tot nUmero complex té associat un punt del pla complex, on I'eix de les
X representa la part real del nombre complex (a) i en I'eix de les Y es

representa la part imaginaria (b).

A | Eix
imaginari P (a,b)
Z=a+hi
Eix real
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1.1.2 Forma bindomicai forma polar. Operacions

Hi ha dues formes de representar els nombres complexos,:

e en forma bindmica z = a + bi, on Rez=a i Imz=b

, b
e enformapolar:z=rgqonr=|z| = Ja®+b’itaga = —.
a

L’expressid anterior és el pas de forma bindomica a polar, pero també es

pot passar de forma polar a binomica. Donat un nombre complex z = rq
la seva expressié en forma polarés z=a + bi,on da=I-CO0Sx

b=r-sina

OPERACIONS AMB NOMBRES COMPLEXOS AMB FORMA BINOMICA

Poténcies de i © i%,i'%i"..

0

" =1

.1 -

" =1

)

1" =1-1=-1
Les poténcies de i son cicliques:

.3 2 -

I =1"-1=-1

4 _:2 2
1" =1"-1"=1

Suma > (a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i

Exemple: (5+8i)+(3+2i)=(5+3)+(8+2)i =8+10i

Resta > (a+bi)-(c+di)=(a-c)+ (b-d)i

Exemple: (6+3i)—(8+51)=(6-8)+(3-5)i=-2-2i
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Multiplicacié - (a + bi)(c + di) = (ac - bd)+(ad + bc)i
Exemple: (2+4i)5+7i)=(2-5-4-7)+(2-7+4-5)i =18+ 34i

a+bi (a+bi)(c-di) ac+bd bc-ad.

Divisi6 --> - = . P T R
c+di  (c+di)(c—-di) c°+d° c°+d

2+3i _(2+3i)(4-5) _8+15 12-10. 23 -2.

Exemple: - = - el =245
4+51 (4+5i)(4-51) 16+25 16+25 41 41

OPERACIONS AMB NOMBRES COMPLEXOS AMB FORMA POLAR

Multiplicacio

r,-S;= (rs),., Exemple: 260 9150 =10,

Divisio

r—“:(ﬁj Exemple: =2 =(§)

S, \S)up 45 5

Poténcia

r)" =", Exemple: (34)° =(3%) 10 = 2715

També es pot escriure la poténcia d'un nombre complex en forma

trigonometrica, amb la formula de Moivre

2" =(r,)" =r"(cosna +isinna)
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1.1.3 Arrel n-ésima d’un nombre complex

Donat un nombre complex en forma polar I, la férmula per trobar-ne les

seves arrels n-esimes és:

Q/E — (Q/F) o+k*360
n

k=0,1,2... n-1

A continuaci6 explicaré com, analiticament i utilitzant la férmula anterior

es troben les solucions complexes d’una equacié de qualsevol grau.

EXEMPLE:
Si intentem resoldre aquesta equacié en el camp real no tindria solucio,
pero si la resolem en el camp complex , el problema es redueix a calcula

les arrels quartes de -1, que es un nombre complex.

x*+1=0
X' =-1
x=4%-1

Es passa de forma binomica a polar: Y-1= \/1,, ja que r=,/(-1)? =1=1

i tana:£:0°, es a dir o=

Tot seguit s'aplica la formula de les arrels:

4

Es substitueix k a la formula per trobar les solucions, on k =0,1,2....n-1
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k=0

V2 2

ligo =l =2 —005450""5'”450__‘“7 Al ser 45° un angle del primer

4

quadrant, tant el sinus com el cosinus sén positius.

k=1

. J2 2
1oy =155 =2 :cosl35°+|sm135°:—7+l7 En aquest cas, el cos de 135°

4

es negatiu perqué és un angle del segon quadrant.

k=2

J2

1400 =105 = Z =C08225°+isin 2250:—7—i% 225° és un angle del

900
4

tercers quadrant, que tenen cosinus i sinus negatiu.

o J2. 2
Lo =layse =2 =cos,315°+|sm315°=7—|7 Quart quadrant, sinus

negatiu i cosinus positiu

1.1.4 Representacio de les arrels d'un nombre
complex.
Es compleix sempre que les arrels n-ésimes d’un nombre complex es

n/
representen en una circumferéncia de radi I' . EIs afixos son els

vertexs d’un poligon regular de n costats.
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Exemple:

Les arrels quartes de -1 calculades anteriorment seran els vertexs d’un

. . . . . .4
guadrat inscrit en una circumferéncia de radi \/i

1350

1450

T

13150

12050
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2.- Fractals

2.1 Geometria euclidiana i fractal.

La geometria tradicional, I'euclidiana, es la rama de les
matematiques que s’encarrega de mesurar i estudiar les propietats

d’elements com punts, rectes, arees o volums.

Aquests calculs no sén adequats per formes de la natura com ara
muntanyes, nuvols o fulles, ja que presenten irregularitats que amb
les formules tradicionals son dificils de mesurar. Es per aixo que la

geometria fractal és molt atil en formes de la natura.

Figura 1.1: Geometria euclidiana Figura 1.2: Geometria fractal Figura 1.3: Arbol fractal

La figura 1 és la representacio d’una forma de la natura, en concret
un arbre, en geometria euclidiana. En aquest dibuix només
s’utilitzen triangles i el calcul de I’area és facil. Les figures 2 i 3 sén
representacions d’un arbre utilitzant geometria fractal. El arbre té
més detalls i es poden apreciar caracteristiques dels fractals, com

ara 'autosimilitud.

La limitacié de la geometria euclidiana es deu a que les seves
figures geometriques tendeixen a perdre la seva estructura quan
son ampliades:un arc de circumferéencia es transforma poc a poc en
una recta, la superficies d’una esfera es fa cada vegada més plana,

cosa que no passa amb les formes naturals.
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Per exemple la superficie rugosa d’'una roca conserva practicament
la seva complexitat a diversos nivells de ampliacié de microscopi.
De la mateixa manera podriem fixar I’atencié en el fullatge d’un
arbust, d’una branca surten moltes branques i cadascuna d’elles es

repeteixen amb el mateix esquema.

Les Principals diferéncies entre geometria euclidiana i fractal:

Euclidiana |Fracta|

Les eines de la geometria fractal son, avui en dia, elements
insubstituibles en el treball de molts fisics, quimics, biolegs,
economistes.... Ja que han permés reformular vells problemes
de forma nova i nous problemes de forma molt simplificada. Els
fractals apareixen en llocs tant estranys com la distribuci6 de
les estrelles al Univers, la ramificacio alveolar dels pulmons, les
fluctuacions dels preus del mercat o la dinamica de creixement

poblacional de colonies de bactéries.

Fractals en tots els llocs, fractals en una llista interminable

d’objectes reals.

La geometria fractal és una branca de les matematiques i de la
geometria molt jove, on encara hi ha moltes coses per descobrir
rebutjant la idea de que en les matematiques tot ha sigut demostrat

des de fa molt temps.
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La geometria fractal busca i estudia els aspectes geometrics que
son invariants a un canvi d’escala. Aquesta geometria a més de no
perdre la perspectiva del objecte en cada escala d’observacio,
realitza un analisis local del objecte sense la necessitat de suavitat

(derivabilitat) que exigeixen altres geometries.

2.2 Definici6 de fractal

Actualment no hi ha una definici6 establerta de fractal, ja que és un
terme relativament modern, encara que esta universalment acceptat

quines son les propietats d’un fractal.

- Es massa irregular per ser descrit en termes geometrics
tradicionals, com ara la geometria euclidiana.

- Els detalls del fractal es poden observar a qualsevol
escala o zoom, per tant caracteristiques que es poden
observar a nivell global també s’observen en parts més
petites del fractal. Aquesta propietat s’anomena
autosimilitud.

- Els fractals no tenen dimensid entera, tenen dimensio
fractal o fraccionaria( 1.5, 2.34 etc.)

- Els fractals es defineixen mitjancant un simple algoritme

recursiu.

2.3 Caracteristiques d’un fractal

2.3.1. Autosimilitud

Les figures es repeteixen infinites vegades a diferents escales.

Hi ha dos tipus d’autosimilitud:

AUTOSIMILITUD EXACTA- Es la més restrictiva, exigeix que

el fractal sigui identic a qualsevol escala. Aquesta propietat es troba
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en fractals que es generen utilitzant I’algoritme recursiu de sistemes
de funcions iterades (IFS). Amb aquest sistema de funcions iterades
es troben els fractals geomeétrics( fractals al pla real)

QUASIAUTOSIMILITUD- EI fractal és aproximadament idéentic,

presenta algunes distorsions depenent de I’escala on es miri.
Aquesta propietat es troba en fractals definits per relacions de
recurréncia o algoritmes d’escapament, com per exemple els

fractals al pla complex.

2.3.2. Definicio per algoritmes recursius

Un algoritme recursiu és aquell implementat en una funcié que es
crida a si mateixa. A aquest algoritme li cal una condicié de parada,
un valor en qué es pari I'algoritme perqué sin6 entraria en un bucle
infinit. Per exemple en el métode de Newton (algoritme recursiu que
explicara posteriorment) aquest valor, podria ser un nombre concret
d’iteracions, un nombre finit de xifres decimals correctes de |'arrel

buscada o un error inferior a 0.001.

En aquest treball utilitzaré dos tipus d’algoritmes recursius per crear

fractals:

SISTEMA DE FUNCIONS ITERADES- Uns conjunts es reemplacen

successivament per la imatge de una figura inicial. Per exemple en

la corba de Koch la figura inicial o llavor és un segment de longitud
1. En el primer pas el dividim en 3 segments de mateixa longitud on
el segment del mig és substituit per un triangle equilater de costat
1/3 de la longitud del segment total. En el segon pas, aquest proceés
es repeteix en cadascun dels quatre segments resultants. Si repetim
aguesta construccio infinites vegades obtenim el fractal de la corba
de Koch.
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N A

Segment inicial Primes pas Segon pas

CORBA DE KOCH

A part d’aquest, hi ha altres fractals que es troben seguint aquest
meétode com ara el triangle de Sierpinski, en conjunt de Cantor o la

catifa de Sierpinski.

FRACTALS D’ALGORITMES D’ESCAPAMENT .- Sobre cada punt del

pla complex es defineix una relacidé de recurréncia utilitzant una

funcié holomorfa. El conjunt de Mandelbrot i el conjunt de Julia sén

exemples de fractals seguint aquest procediment.

2.3.3 Dimensio fractal

La dimensio fractal és una manera de mesura la rugositat en una
corba. La geometria tradicional distingeix les seglents dimensions:
-1,0,1,2i3:

e La dimensi6 -1 correspon al buit.

e La dimensio O és la que tenen els punts, ja que no tenen ni

longitud, ni amplada ni profunditat.

e La dimensié 1 correspon a les rectes, ja que s6n un nombre
infinit de punts que només tenen longitud.

e La dimensid 2 és la del planol perqué té alcada i amplada.
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e La dimensié 3 és la que correspon a les figures en tres
dimensions, com ara els cubs o els prismes. Aquestes figures

tenen profunditat, amplada i alcada.

Perd una corba rugosa que recorre una superficie pot ser tant
rugosa que casi plena la superficie on es troba. Aixi doncs una
corba rugosa té una dimensio entre 1 i 2, o una superficie rugosa

té una dimensidé entre 2 i 3.

Hi ha una forma de saber la dimensio de les figures geometriques,
que és estudiar o contar les porcions de la figura que s’obtenen al

dividir les dimensions en parts iguals.

Per trobar la dimensio s’utilitza la formula segluent:

p=n® p=09P
logn

P :és el nombre de parts iguals que s’obtenen al dividir la figura
n :son les parts iguals en que es divideixen totes les dimensions de
la figura

D :és la dimensi6é desconeguda

Comprovem que aquesta formula funciona per calcular les
dimensions d’una recta, un quadrat i un cub, que a priori ja sén

conegudes.
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DIMENSIO 1

n = 2, ja que la 'amplada es divideix en 2

P = 2 perqué s’obtenen dos rectes iguals

Utilitzant la formula anterior trobem que:
log 2
92 1

= 2P =D:log2 > D= 7_,--
2=2" ->log2=D-log log 2

DIMENSIO 2

n =2, ja que la longitud i 'amplada es divideixen en 2

P =4 perqué s’obtenen quatre quadrats idéntics

Utilitzant la férmula:
log 4
9% _»

4=2">log4=Dlog2 > D= ——-=
°g °9 log 2

DIMENSIO 3

n = 2, ja que la longitud, I'amplada i la profunditat es divideixen en 2

P = 8 perqué s’obtenen vuit cubs idéntics
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Utilitzant la formula s’obté que:

8=2">1log8=D:log2 > D= log8 _,
log 2

Aquesta férmula per trobar la dimensio d’'una figura geométrica també es pot

utilitzar per calcular la dimensié dels fractals, com veurem més endavant.
2.4 Fractals geometrics

En aquest apartat explicarem fractals construits utilitzant sistemes
de funcions iterades, que com s’ha explicat anteriorment consisteix
en repetir una construccié geometrica infinites vegades fins obtenir
una imatge fractal. Aquests fractals, a diferéncia dels obtinguts a
partir d’algoritmes de temps d’escapament, presenten autosimilitud
total, que significa que a qualsevol zoom s’obté una imatge del

fractal inicial.
2.4.1 La Corva de Koch

Es parteix d’'un segment de longitud 1.

* +

El primer pas consisteix en dividir aquest segment en tres parts

iguals

A continuacio es substitueix el segment central per un triangle

equilater amb un costat de longitud 1/3.
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El seglent pas consisteix reiterar aquest procediment en els quatre

segments de longitud 1/3 que hi ha en la figura.

Com ha resultat obtenim 16 segments de longitud 1/9. Si es repeteix

aquest procés infinites vegades s’obté la corba de Koch.

Aquest fractal té longitud infinita i area zero. La dimensi6 d’aquest
fractal és un nombre entre 1 i 2, ja que la dimensié 1 no és correcta
perque té longitud infinita i la dimensié 2 no és adequada perqueé

aquesta figura no delimita cap area.

Per calcular exactament la dimensié d’aquest fractal utilitzant la

L . log P . .
formula anteriorment exposada = IL , dividirem la figura per
ogn

un terg, i obtenim 4 porcions iguals. Per tant, P és 4 i n és 3.
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2.4.2 La corba “Floc de Neu”

Es parteix d’un triangle equilater de costat 1 i s’aplica el mateix
procés que en la corba de Koch.

a= conjunt inicial (triangle equilater de costat 1 format per 3
segments)

b= primera iteracié( 12 segments de longitud 1/3)

c= segona iteracio( 48 segments de longitud 1/9)

d=tercera iteracio( 192 segments de longitud 1/27)

N
fihe

Aquest fractal té perimetre infinit pero area finita i la seva dimensioé

també estara compresa entre 1i 2.

La dimensié d’aquest fractal és D = IOLP: Io_g4: 1.261
logn  log3
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2.4.3 Triangle de Sierpinski

La llavor d’aquest fractal és un triangle equilater de costat 1.

A

El primer pas per construir aquest fractal és trobar els punts mitjos

/\

Quan s’uneixen es divideix el triangle inicial en 4 triangles

dels costats.
equilaters de costat 1/2. Quan s’obtenen els quatre triangles
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La seguent iteracio s’obté repetint el procediment anterior en

cadascun dels tres triangles resultants de la primera i el resultat

son nou triangles equilaters de costat 1/4

La generalitzacié d’aquest procés es explicat en la taula seglent:

Pas 1 2 3 Triangle
Sierpinski

Nombre de 3 9 27

triangles

Longitud del 1/2 1/4 1/8

costat

Perimetre total |9/2 27/4 |81/8 o0
El perimetre
tendeix a infinit ja
gue la base es
més gran que 1

Area total 3£3 gi 2?£ 0 perque la base

16 Hd 256

€s més petita que
1i ainfinites
iteracions I'area

es fa zero.
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Per tant, la dimensio 1 no és correcta ja que tendeix a infinit i la
dimensié 2 tampoc es pot utilitzar ja que tendeix a 0. Es per aquest

motiu que s’utilitza un nombre comprés entre 1 i 2.

Per calcular exactament aquesta dimensio dividim per la meitat els
costats i obtenim 3 porcions iguals (n=2 i P=3)

Aixi doncs D = Ioi3=1.5849
log 2

2.4.4 La catifa de Sierpinski

En aquest fractal es comenca amb un quadrat de costat 1. El primer
pas consisteix en dividir els costats del quadrat en 3 parts iguals i
unir els punts que estan a la mateixa altura formant 9 quadrats

iguals de costat 1/3. A continuacio s’elimina el quadrat central.

g B

Aquest procediment es repeteix en cadascun dels 8 quadrats

restants obtenint 64 quadrats de longitud 1/9.
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L’evolucio de les iteracions s’indica en la taula seguent:

Pas 1 2 3 K Catifa de Sierpinski
Nombre de 8 64 512 gk

quadrats

Longitud del 1/3 1/9 1/27 -

costat +

Perimetre total 16/3 | 80/9 |496/27 |.... * E| perimetre tendeix

a infinit ja que la

fracci6 tendeix a infinit.

Area total 64 12 & _ [E'f La base és més petita
’ que 1 i per tant I’area

tendeix a 0.

Si s’itera reiteradament aquest procediment el fractal final és:
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La dimensioé sera un nombre entre 1 i 2, ja que com es pot deduir
amb la taula anterior, I’area tendeix a 0 i el perimetre tendeix a ser
infinit. Per calcular exactament la dimensio dividim la figura per un
terc del costat i obtenim vuit porcions identiques (n=3 i P=8)

log8

La dimensi6 és D= —— =1.8927
log 3

2.4.5 Conjunt de Cantor

Agquest conjunt és el primer que es va conéixer i és el més
important. Es construeix a partir d’'un segment de longitud 1, que es

divideix en 3 parts iguals.

Seguidament s’elimina el segment central. En la seglent iteracio es
tornen a dividir en 3 parts iguals els 2 segments de longitud 1/3 per

obtenir 4 segments de longitud 1/9.

Si reiterem aquest procés s’obté el conjunt seguent:

e

=
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Pas 1 3 K Conjunt de Cantor

Nombre 2 4 8 2K

d’intervals

Longitud de 1/3 1/9 1/27 | L

cada interval 3

Longitud total é %1 % _ [_1 La base és més

- petita que 1 i per

tant la longitud
total tendeix a 0.

De la taula anterior es dedueix que la dimensi6é 0 no servira per
aquest fractal perque té infinits punts i la dimensié 1 tampoc perqueé
la longitud tendeix a 0. La seva dimensié estara compresa entre 0 i
1.

En aquest cas per calcular exactament aquesta dimensid, es
divideix el conjunt en 3 parts iguals i s’obtenen 2 porcions (n=3 i
P=2)

-—— =

e g A S 3A
. o . _log2
La dimensi6é d’aquest fractal és D—m:06309

2.5. Fractals al pla complex

2.5.1. Conjunt de Julia

Es un tipus de fractal que s’obté iterant nombres complexos amb
una funcio holomorfa. Una funcié holomorfa és una funcio injectiva,

suprajectiva i continua. De totes les funcions holomorfes, la que
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s’utilitza en el conjunt de Julia és la funcié quadratica f (z)=2"+c

on ¢ €s un nombre complex.

Una vegada fixat el valor de c, un algoritme per obtenir el conjunt

de Julia J; associat és:

Per a cada punt del pla complex ( e C) €s crea la successio

seguent:
Zo= Z

Zne1= Zp’+ C

Si aquesta successié {Zn}neN gueda acotada, es diu que z

pertany al conjunt de Julia de parametre c. En cas contrari, aquella

z queda exclosa del conjunt.

Realment, els valors que formen el conjunt de Julia s6n els que
formen la frontera que separa els punts que pertanyen i els que no.
Els que estan fora de la frontera no pertanyen al conjunt i els que
estan per la part de dintre formen el cos del conjunt de Julia.

En la representacié grafica del conjunt, el color negre representa
els valors de z que pertanyen al conjunt, i els de color queden fora.
Els colors presenten intensitats diferents depenent de la velocitat en
qué la successio divergeix del conjunt. El color clar significa que la
successio associada al punt z divergeix més lentament. Aquests
punts clars estan a prop del conjunt, per tant com més lluny del

conjunt, meés rapid es divergeix i per tant el color és més intens.
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En negre, el conjunt de Conjunto de Julia

Julia associat a f., c=¢- associat a f, Conjunt de Julia associat
2, on ¢ és el nombre c=(p-2)+(p-1)i =- a f,, c=-0.835-0.2321i
d’or 0.4+0.6i

El conjunt de Julia, com a fractal que és, presenta autosimilitud. A
continuacié es mostren dos exemples d’aquesta autosimilitud. En el
grafic de sota es veu la regié assenyalada del fractal superior
ampliada. Es pot veure que a diferents zooms, els fractals son

gairebé idéntics ja que presenten quasiautosimilitud.

Factor d’augment d’ordre 4 del fractal original
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Factor d’augment 10000

2.5.2. Conjunt de Mandelbrot

El conjunt de Mandelbrot és el més conegut dels conjunts fractals, i
el més estudiat. Es coneix aixi en honor al cientific Benoit
Mandelbrot, que va investigar sobre ell en la década dels setanta

del segle XX.

Aquest conjunt es construeix iterant la funcié quadratica fc(z)=z+c
Aquesta ¢ €és un nombre complex i per a cadascuna d’aquestes c es

crea la successio seglent:

La succecioé que s’obté al iterar rep el nom d’drbita. En el conjunt de
Manelbrot s’obté sempre I’'drbita de zero, mentre que al conjunt de

Julia s’obté I'6rbita del nombre complex z.
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Conjunt de Mandelbrot: fck (O) ceC

k
Conjunt de Julia Jc (per a un valor de c fixat): fc (Z) JAS C

Si aquesta orbita de zero esta acotada aquesta c pertany al conjunt
de Mandelbrot. Esta demostrat que en el moment que un element

d’aquesta successidé o orbita tingui modul superior a dos,

‘Zn‘ <2, aquesta divergeix o no esta acotada. Aixi doncs ¢ pertany

al conjunt de Mandelbrot si el modul de totes les iteracions de la

succecio és més petit que dos,

Aquestes succecions poden ser convergents o divergents, depenent
de si pertanyen o no al conjunt. A part, també poden ser
periodiques, es repeteixen els valors cada n iteracions o constants,
el valor de les iteracions és sempre el mateix.

Per acabar esta I'drbita cadtica, aquella que els valors de les
iteracions no segueixen cap orde concret i oscil-len. En alguns
casos, aquestes orbites caotiques pertanyen al conjunt, i altres

casos no.
Per exemple si c=1, obtenim la succeci6 1,2,5,26.... ja que:

Zo=0
z;=0%+c=1
z,=1%+1 =2
z3=2°+1=5
z,=5%+1=26

Aquesta succecio és divergent, ja que els valors creixent
indefinidament i per tant el zero pertany a la conca de I'infint i c=1

no pertany al conjunt de Mandelbrot. (1 €M)
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Pero si agafem el valor ¢ = -1 la serie és 0, -1, 0, -1,... per tant és
una oOrbita periodica de periode 2, ja que els valors s6n els mateixos
cada dues iteracions. En aquest cas,

c = -1 pertany al conjunt ja que el modul és inferior a 2. (-1€M)

0,5

-0,5

-1,5

L Un altre cas d’orbita

periodica es quan

c =-1,38. En aquest
cas, el periode és

Wy 77 7 T T TET 1 T - -
de 8 i és acotada i
+1z 6218220220 224 226 30— Seriesl
pertany al conjunt.

zi&z
V V (-1,38 € M)
f J

—:__-
M~ .
o

= E——

Orbita del zero per a ¢=-1,38 on es pot apreciar el periode vuit

Per a c = 0 la successio queda de la seglient manera:

Zo =0
z1 =0
22:O

Es pot veure que ¢c=0 forma una orbita constant i pertany al conjunt.
(0eM)

Perac =-1.9 la série es caotica, no segueix cap ordre establert.

En el grafic de les trenta primeres iteracions de I'0rbita per a
c =-1.9 es pot comprovar que tot i ser caotica esta dintre del

conjunt ja que mai supera el modul 2. (-1,9 €M)
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L\ \ \

I
0,5 ;A p2 .14 6 28 ZAJ;IZEIAISZIAZZOZZ_EZAZSZZABO
L A V\ AL/
A LA I A I LA

0,5

—Seriesl

-2,5

Orbita caotica del zero per c=-1,9

Aixi doncs després d’estudiar I’0rbita de diferents punts que

pertanyen a conjunt o no, es pot veure que la seva forma és:

Im[c]
"1

Conjunt de Mandelbrot

Sovint es representa el conjunt mitjancant l'algorisme de temps
d'escapament. En aquest cas, els colors dels punts que no
pertanyen al conjunt indiquen la velocitat amb qué divergeix

(tendeix a l'infinit, en modul) la successié corresponent a aguest
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punt. A la imatge d'exemple, observem que el vermell fosc indica
que al cap de pocs calculs se sap que el punt no esta en el conjunt
mentre que el blanc informa que s'ha trigat molt més en comprovar-
ho. Com que no es pot calcular una infinitat de valors, cal posar un
limit i decidir que si els (x) primers termes de la successio estan
acotats llavors es considera que el punt pertany al conjunt. En

augmentar el valor de (x) es millora la precisié de la imatge.

Representacié del conjunt de Mandelbrot per I’algoritme de

velocitat d’escapament

Pagina 36



Newton a color: Representaci6 de fractals

Si observem la imatge segiuent, en els quadres verd, lila i blau cel
es pot veure que els discs adossats al cardioide principal del
conjunt de Mandelbrot sén iguals entre ells.

Mentre que al augmentar el quadre blau podem comprovar
I’autosimilitud del conjunt, ja que al aplicar zoom a certes parts de
la imatge com per exemple una de les antenes que surten dels discs
adossats, es pot veure el conjunt complet. Aixi doncs aquestes
taques negres que apareixen a les antenes sén copies idéentiques

del conjunt original.

2.6 Representacio de fractals al pla complex

2.6.1 Nocions basiqgues de sistemes dinamics

complexos

Els sistemes dinamics sén |I'eina necessaria per passar de la teoria
fractal a la imatge fractal. La representacié dels fractals va

evolucionar molt amb I'arribada dels ordinadors.

El matematic frances Gaston Julia va desenvolupar la teoria fractal,
perdo Benoit Mandelbrot va ser I’encarregat de representar-los
gracies a les formules de Julia i mitjancant els ordinadors, que

oferien una millor velocitat de calcul i reproduccio d’imatges.

En la década dels 80, els fractals es representaven pel seu valor
estetic i no pel seu valor matematic. Per aconseguir nous fractals i
gue fossin més vistosos, el que es feia era augmentar la dificultat
de l'equacio del fractal. A partir del 1995, ja no es podien crear
més fractals ja que havien esgotat tots els diferents tipus
d’equacions. A causa d’aix0, van decidir aprofundir en els

algoritmes d’acoloriment, cosa que va permetre tornar a equacions
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més facils, ja que amb els nous métodes i 'augment de colors
disponibles els fractals proporcionaven una major versatilitat i

possibilitat d’expressié artistica.

Un sistema dinamic és el par (X,f) amb f:X->X. En el cas dels
fractals del meu treball utilitzara sistemes dinamics complexos (C,f).
En els fractals de metode de Newton, aquesta f €s un polinomi de
qualsevol grau i en el cas de Julia i de Mandelbrot, f.(z) = z* + c.

Per cada punt del pla complex zo, I'equacié es substitueix

k
reiteradament, obtenint I’drbita d’aquell nombre fc (Zo).

Depenent de com sigui aquesta orbita, el punt pot ser fix o periodic.
Per a una funcié f. determinada, zo (un punt del pla complex) és un
punt fix si al iterar sempre dona el mateix valor. Un punt és n

periodic si els valors es repeteix cada n iteracions.

Alguns d’aquest punt fixes o periddics poden ser atractius, i en
aguest cas ens interessara el conjunt de punts que sén atrets per

ell, es a dir que pertanyen a la seva conca d’atraccio.

2.6.2 La familia quadratica

Per la construccié dels conjunts de Mandelbrot i Julia ens interessa

conéixer els punts fixes i periodics de I’equacié f.(z)=z*+c.

El que intentara en aquest apartat es calcular els punts fixes i 2-
periodics de la funcié quadratica anterior

Per trobar els punts fixes d’aquesta equacioé s’ha de complir que f(z)
= z, ja que en totes les iteracions sempre s’obté el mateix resultat.

Aixi els dos punts fixes d’aquesta funcié han de complir:

z’+c=z per tant z> -z +c = 0 (1). Utilitzant la férmula d’equacions
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1+v1-4-1-c
de segon grau  Z="—— - els punts fixes son _ _ 1+£v1-4c

Per trobar els punts 2-periodics s’ha de complir que la primera

2 2
iteracio i la tercera coincideixin, és a dir zg = (ZO +C) +tC

4 2 2 4 2 2
—>2,=25+C°+2C-25+C —>Z,+2C; —z,+C +Cc=0 (2)

L’equacié (2) té quatre solucions, dos solucions soén els punts fixes
i les altres dues son els punts periodics. Els punts fixes sén també
punts periddics, per aixd també son solucions de I'’equacié general.
Al dividir I’'equacié (2) entre I'equacio (1) s’obté I’equacié dels punts
Sy , C e e 2 _ .
periodics. El resultat d’aquesta divisié és: z° +z+c+1=0 gj resolem

aguesta equacié obtenim els punts 2-periodics de f;

-1 1-4(c+]) -1++/-4c-3
- 2 - 2

Aixi doncs queden caracteritzats els dos punts fixos i els dos 2-

—> 17

periodics de la funcié quadratica f.=z?+c que es utilitzada en els
sistemes dinamics per a la construccio dels fractals de Julia i
Mandelbrot.

2.6.3 Conjunt de Julia. Punts fixos i punts

periodics.

Els conjunts de Julia poden ser de dos tipus, depenent de si el cos
esta format d’una sola pega ( connex) o per una col-leccidé de punts
més o menys separats ( no connex). Exemples de conjunts de Julia

connexos:
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c=0.12 + 0.57i c=-0.12 + 0.66i

Exemples de conjunts de Julia no connexos:

e

ol h’":“! T {L

= '-'l-':',q.
i;‘ 1:7 »!-‘3 Lﬂ_rﬁz % "

Pl A

E .
i,.!‘ J;- JE"E

=-0.25 + 0.74i c=0.75+ 0.11i

Per saber si un conjunt de Julia (Jc) es connex o no, és suficient

k
amb estudiar I'0rbita del zero fc (0) Si I’0rbita és acotada, és a dir

tota la successio €s de modul inferior a dos, el conjunt és connex.
Si hi ha algun valor que supera el modul dos i per tant I’drbita
divergeix, el conjunt sera no connex (resultat demostrat per Julia i
Fatou I'any 1919).

Les implicacions d’aquest resultat sén molt importants ja que iterant
un sol punt del pla complex, el zero, és pot conéixer la naturalesa

del conjunt de Julia que s’obtindra quan iterem tots els punts.

La funcioé quadratica f. té punts fixes atractius o n-periodics
atractius. Un punt és atractiu si I’orbita dels punts del voltant
convergeixen cap aquell punt. Per cada funcié quadratica f.=z% + ¢
hi ha dos punts fixes, dos 2-periodics i altres n-periodics. D’aquests

punts, cada funcié només pot tindre un punt atractiu, ja que si no
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fos aixi, el zero, que sempre pertany a la conca d’atraccié del punt

atractiu, hauria de convergir cap a dos punts diferents.

Aixi doncs la forma que té el conjunt de Julia connex depén de a
quin punt convergeixi I’drbita del zero, si convergeix cap un punt fix
atractiu tindra una forma i si convergeix cap un punt periodic

atractiu en tindra una altra:

- L’ORBITA DEL ZERO CONVERGEIX CAP UN PUNT FIX
ATRACTIU.

En aquests casos el fractal és sempre una corba tancada simple, i
en el seu interior hi ha el punt fix que a la vegada és el punt atractiu
de la funcié f. i tots aquells punts del pla complex que les seves
orbites convergeixen cap aquell punt atractiu.(conca d’atraccio del
punt fix atractiu)

Per exemple si c = 0.5 + 0.5i el conjunt de Julia associat és:

Com qualsevol funcio
quadratica f. =z% + ¢ aquesta
funcio té dos punts fixes. En
aquest cas son :
Zo~-0.40867701+0.27512526i
i z1~1.40867701-0.27512526i
Zo que és el punt fix atractiu i
esta situat al triangle esquerra

i 'altre punt fix de la funcidé

esta situat al extrem dret del

conjunt J..

Per a qué un punt del pla complex sigui un punt fix de la funcié f., z*
+ ¢ = z. Aix0 vol dir que la segona iteracié ha de coincidir amb la z

inicial. A més, es pot saber si aquell punt és atractiu si la derivada
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de la funcié en aquest punt és de modul inferior a 1

(|f'.(2)|=[27 <1)

D’aix6 es dedueix que les ¢ del pla
complex, on f; té un punt fix atractiu i
per tant el conjunt de Julia sera una
corba simple tancada, es troben al
cardioide principal del conjunt de
Mandelbrot.

- L’ORBITA DEL ZERO CONVERGEIX A UN PUNT 2-PERIODIC
ATRACTIU.

En aquests casos, els fractals ja no son corbes simples tancades,
sén una unié d’'una quantitat numerable de corbes simples tancades
unides per un sol punt on només es toquen dues corbes diferents

(es a dir es tallen dos a dos)

Fractal associata c = -1.1 + 0.1i

Punt fix 0.6626905520+0.04300370373i C. ( conté el primer valor del punt

> 2-periodic atractiu)

Punt fix 1.662690552-0.04300370373i

C. (conté el segon valor —2
del punt 2-periodic

De totes les corbes simples tancades que formen el conjunt associat,

només n’hi ha dues que contenen els dos valors del punt 2-periodic

atractiu \ﬁl,Wz . En aquest cas les corbes que contenen (o envolten)
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els valors del punt 2-periodic atractiu s6n la C; que correspon a la

corba central i C, que és la corba situada a I'esquerra.

El punt 2-ciclic atractiu esta situat en I'interior de la corba tancada
C1 i per tant I’altre valor del punt 2-periodic atractiu esta a I'interior
de la corba C,. Aquestes dues corbes es toquen en el punt fix de f;
gue en aquest cas és el punt -0.6626905520+0.04300370373i i I'altre
punt fix esta situat a I’extrem dret del conjunt i correspon a
1.662690552-0.04300370373i.

Els punts de contacte de les altres corbes del fractal s6n preimatges
del punts fixes de la funci6 (les preimatges sén punts del pla
complex que al substituir-los a la funcié donen com a valor numeric
els punts fixes). Aquests punts fixes no pertanyen al interior de la
corba perqué sén fixes, les seves iteracions sempre donen el mateix

valor, per tant no poden convergir cap al punt atractiu.

Els diferents valors de les iteracions de I’0rbita de qualsevol punt
que estigui dintre del conjunt de Julia es van movent pels diferents
valors que engloben les corbes del fractal, fins que el valor d’'una de
les iteracions esta dintre de la corba C;. A partir d’aquest moment,
les iteracions es van alternant entre valors de I'interior de C1i C,,

fins que es va apropant al 2-ciclic atractiu.

Totes les ¢ que tenen un punt 2-ciclic atractiu i per tant un conjunt
de Julia associat semblant a I'anterior estan situats al disc adjunt

mes gran al cardioide principal.

Disc adjunt més gran

Cardioide

Cardioide principal i disc adjunt

del conjunt de Mandelbrot
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- L’ORBITA DEL ZERO CONVERGEIX CAP UN PUNT 3-
PERIODIC ATRACTIU

Els fractals de Julia on la f; té un punt 3-peridodic atractiu s6n una
unioé d’una quantitat numerable de corbes simples tancades que
s’uneixen de tres en tres en un sol punt. Aquestes corbes contenen
els 3 valors del punt 3-periddic, les seves preimatges i tots els
punts les orbites dels quals convergeixen cap al punt 3-periodic
atractiu. Dos d’aquests punts de contacte de les corbes son els
punts fixes i els altres punts de contacte s6n preimatges dels punts

fixes.

Els conjunts de Julia que tenen
un punt 3-periodic atractiu es

troben als dos discs més petits
adjunts al cardioide principal i
en un altre cardioide de menor
mida que es troba en una de les

antenes del conjunt.

Conjunt de Julia associat al valor

¢=-0.2+0.75i. La funcio f. corresponent a

aquest valor té un punt 3-periodic atractiu

En general els conjunts de Julia que tenen un punt n-periodic
atractiu estan formats per un nombre discret de corbes simples
tancades que es troben en un dels punts fixes o preimatges dels
punts fixes en qué convergeixen n corbes. Aquestes corbes
contenen la conca d’atraccié del punt n-periodic atractiu, els n
valors que formen aquest punt, és a dir els valors de les n primeres
iteracions i les seves preimatges. Depenent del valor de n, aquests
valors de c estan localitzats en un disc o cardioide concret del

conjunt de Mandelbrot.
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2.6.4 Conjunt de Julia en el conjunt de Mandelbrot

La primera definicidé del conjunt de Mandelbrot ens diu que un punt c
del pla complex pertany al conjunt de Mandelbrot si I’0rbita del zero
respecte la funcié f. =z® + ¢ estd acotada, per tant les iteracions

tenen modul inferior a 2.

ceMsi fck(O) és acotada.

Pero també es pot definir com el conjunt de nombres complexos que
tenen associats un conjunt de Julia connex. Com ja s’ha vist
anteriorment segon la posicié de ceC dintre del conjunt de

Mandelbrot, el conjunt de Julia sera connex pero tindra una forma o

un altre.
Aquest punt no pertany al conjunt
de Mandelbrot perque té un
. e conjunt de Julia associat que és
A sl disconnex.
3-periodic
atractiu

4-periodic
atractiu

2-periodic
atractiu

Fix atractiu
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Per tant de I'anterior s’ha deduit que tots els punts complexos que
pertanyen al cardioide o a un mateix disc del conjunt de Mandelbrot
tenen associat un conjunt de Julia connex del mateix tipus que

podem determinar simplement observant aquest disc

Per saber el tipus de punt
periodic atractiu de la funcid6 f.
associada a cadascun dels
punts de l'interior d’un disc
adjunt al cardioide s’ha de
comptabilitzar el nombre de
ramificacions( contant el peu)

de I'antena principal que surt

del disc. En la imatge seguent

% 3'}}3;,!
CET

de Mandelbrot. Totes les ¢ dintre d’aquest disc tenen un conjunt de

es pot veure un disc adjunt al

cardioide principal del conjunt

Julia associat 11-periodic ja que es poden comptabilitzar onze

rames sortint del disc, tenint en compte el peu de I'antena.

En els extrems d’aquestes antenes es troben els punts del pla
complex que tenen associades conjunts de Julia que s’anomenen

dentrites, uns conjunts de Julia que sbén connexos i sense punts

interiors.
2
a8
o %, 1 3
I

Dentrita associada al valor c=i
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2.6.5 Algoritmes de color per a generar imatges

fractals

Cada sistema dinamic produeix una sequéncia de valors zg, 21, Z»,
Z3, ... Zn, que s’anomena Orbita, per a cada valor del pla complex.
Les imatges fractals es creen generant una d'aquestes sequeéencies
per a cada pixel (punt de la pantalla) de la imatge. Posteriorment,
I'algoritme de color és I'encarregat d'interpretar la seqiéncia
numerica de cada punt per produir un color final que el representi,
per tant aquests algoritmes son les regles que assignen un color o

pinten cada pixel.

Inicialment, en les imatges fractals, apareixien uns salts o franges
en la transicié de color. Cada color tenia un limit, un valor en qué
es passa de ser un color a ser-ne un altre. Aquest valor esta
representat amb una linia anomenada gradient, només present als
fractals representats amb algoritmes de color que produeixen

valors discrets, mentre que als continus, no hi son.

La imatge de l'esquerra correspon a un algoritme de color discret, i
es poden observar les linies que separen els diferents colors. El de
la dreta en canvi és un fractal continu i no hi ha aquestes

desagradables bandes.
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En l'actualitat, els algoritmes que més s'utilitzen son els continus, ja
gque sén més suaus , doncs no tenen aquests desagradables canvis
de color a causa dels gradients i graficament s6n més atractius.
Aquesta evolucio de discret a continu també va estar potenciada per
la substitucié de la targeta grafica de 8 bits, que originava un
escalonat en la imatge, per les targetes grafiques de 24 bits que
permetien interpolar colors amb la precisié desitjada.

ALGORITMES DE TEMPS D'ESCAPAMENT

L'algorisme de temps d'escapament és un dels més antics i per a
molts programes fractals I'Gnica opci6 disponible. La seva
simplicitat el converteix en el favorit d'aquells que s'inicien en la
programacio fractal, pero, des del punt de vista artistic es considera
menys important, ja que produeix valors discrets i s'ha vist

ampliament superat pels algorismes de color continus.

Aquest algoritme és basa en el nombre d'iteracions necessaries per
determinar si I’0rbita d’un punt concret tendeix o no al infinit.
Utilitza la premissa que quan l'orbita d’un punt excedeix una regio6
frontera R, aquesta sempre divergeix al infinit . Les dimensions

d’aquest regido R, dependra de cada fractal.

En el moment en qué un valor de I'drbita supera aquesta regio
s'interrompeix la iteracié i se li dona un color concret a aquell punt.
El color que se li assigna dependra del temps d'escapament d'aquell
punt, és a dir , les iteracions que es necessiten per sortir de la regié
R. Per exemple, si es necessiten 4 iteracions correspon al color
verd, 5 iteracions vermell etc. Els punts amb orbites, on totes les
iteracions es mantenen dintre de la regi6 establerta, es considera

que formen part del conjunt fractal i es pinten de color negre.

L'4s d'un valor discret (el nombre d'iteracions és sempre un enter)

produeix una aparenca de bandes similar a la d'un mapa topografic
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o a la representacio d'un fractal utilitzant un algoritme de color

discret.

ALGORITME DE TEMPS D’ESCAPAMENT PER AL CONJUNT DE
JULIA

Per utilitzar I'algoritme d’escapament per a representar conjunts de
Julia es necessari determinar primer la regié R , anomenada
anteriorment. En aquest fractal es pot saber si I’orbita d’un punt
tendeix al infinit si el modul de qualsevol de les iteracions és

superior a 2.

Per aquest rad es considera com a regio R, el quadrat de longitud

quatre centrat al pla complex:

(-2+2i) (2+2i)

A continuaci6 s'ha de fixar un nombre
d'iteracions limit per saber si I’0rbita

d'un punt esta acotada o no i per tant,

T pertany o no al conjunt. Si es fixa
aquest valor en 100 per exemple, si
en les 100 primeres iteracions els

C2-20) 2-20) diferents valors de I’0rbita del punt

tenen modul inferior a 2 es
considerara que el punt pertany al conjunt i es representara de color
negre. Si en alguna de les iteracions el modul és mes gran que 2,
no estara dintre del conjunt i es pintara d'un altre color. Els punts
gue no pertanyen al conjunt es representen de diferents colors
segons el moment de la "sortida" (que estaria relacionat amb la
velocitat amb que I'orbita es va a infinit), i aixi s'obtenen les
representacions usuals dels conjunts de Julia. Com meés iteracions
sOn necessaries per determinar si un punt és dins o fora del conjunt
més resolucié tindra la imatge del fractal i més continu i atractiu

sera.
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c=-0.5+0.5i c=-1.1+0.1i
Representacioé de fractals de Julia per mitja de [’algoritme de temps

d’escapament

ALGORITME DE TEMPS D’ESCAPAMENT PER AL CONJUNT DE
MANDELBROT

En el cas el conjunt de Mandelbrot, tradicionalment, es defineix R
com un cercle centrat en I'origen i amb radi 2. Aixo ve donat perqué
en el conjunt de Mandelbrot esta comprovat que tan aviat com | z |>

2 la iteraci6 divergeix.

A la practica, per obtenir imatges mitjancant ordinadors del conjunt
de Mandelbrot es consideren dos nombres r i k, i per a cada ¢
computem termes de la successi6 f.5(0). Si els ko primers termes
verifiquen tots que | f< (0) | <r =2 es decideix que el punt pertany
al conjunt de Mandelbrot. Si, per contra,hi ha k < Ko amb |f*(0)[> r
s'interromp la computacioé per a aquest c i es determina que c esta
fora de M. Finalment, representem en negre els punts per als que
I'Orbita de I'origen roman acotada, i els punts per als quals aquesta
orbita es surt de la bola de radi r es representen de diferents colors
segons el moment de la "sortida" es a dir segons el valor de k (que
estaria relacionat amb la velocitat amb qué I'0rbita es va a infinit).
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Com més gran sigui Ko, més precisa es la imatge fractal. Tenint en
compte les possibilitats d’'un mapa acolorit, Ko pot valdre 64, 128 o
256 (que es la possibilitats de tons). Com he explicat anteriorment
segons la iteracio en la que es detecta que el terme de la successio
té modul superior a dos quedara pintat d’algun d’aquest 64,128 o
256 colors diferents. Major valor de ko implicara una imatge fractal
amb mes resolucio i per tant mes recursos de maquina i mes temps

de calcul

Representacié del conjunt de Mandelbrot per I’algoritme de temps

d’escapament
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3. Calcul aproximat de les arrels d’una

equacio

Per polinomis de grau més gran que quatre, no existeix cap férmula
establerta que permeti trobar les arrels. Per aix0 I’Unica opcio per
trobar-les es utilitzar metodes que proporcionen aproximacions

raonables, es a dir, I’analisi numeéric.

3.1 Definicio d’analisis numeric

L’analisi numeéric es una rama de les matematiques que es pot
definir com la disciplina ocupada de descriure, analitzar i crear
algoritmes numerics que ens permetin resoldre problemes
matematics , en els que estiguin involucrades quantitats

numeriques, amb una precisié determinada.

Un algoritme és un procediment que ens pot portar a una solucié
numeérica d’'un problema mitjancant un nombre finit de passos que

poden efectuar-se de forma logica.

L’analisi numéric agafa especial importancia amb I'arribada dels
ordinadors, ja que son utils per als calculs matematics

extremadament complexos.

El terme de “solucié numérica” s’utilitza amb frequéncia davant el
de “solucié analitica” (o “solucio exacta”). La diferéncia entre tots

dos termes es molt important.

La solucié analitica es una expressio matematica que proporciona
tota la informacié sobre el comportament del sistema, per a

qualsevol valor de les variables .
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Per exemple si volem trobar I'equacidé que expressa totes les
trajectories possibles d’'un mobil que es desplaga en linia recta, la
solucié general és y=kx, on y é€s la coordenada d’un punt de la
trajectoria , x el valor de I'abscissa i k la pendent de la recta. Un
altre exemple i molt relacionat amb el treball , és la formula que

permet resoldre qualsevol equacié de segon grau ax’+bx+c =

—b++b*-4ab : . . :
0,x= 5 .Totes dues equacions sén equacions universals,
a

una expressa el conjunt infinit de totes les rectes que passen per

I'origen i permet calcular la coordenada de cada punt per a
qualsevol pendent i amb I'altre resolem qualsevol equaci6é de segon

grau independentment del valor del coeficients.

Un exemple classic de soluciéo numerica va ser obtinguda per
Arquimedes per al valor aproximat del nombre . Si tenim en

longitud  27r
compte que 7 =— =
diametre  2r

, Arquimedes va inscriure poligons

regulars de n-costats en una circumferencia i va calcular el
perimetre d’aquest poligons. Va comengar amb hexagons i va anar
doblant el nombre de costats fins arribar a un poligon de 96 costats.
Aixi doncs al dividir el perimetre dels poligons entre el diametre de
la circumferéncia, i augmentar el nUmero de costats obtenia cada
vegada una aproximacié més bona de . Finalment, es molt
important advertir que la solucidé “exacta” del problema es
desconeguda i la solucié numeérica és I'Unica alternativa, com passa
en la majoria dels problemes practics. Una altre exemple de soluci6
numerica seria el calcul de les arrels d’'un polinomi de grau igual o
superior a tres. Ruffini només permet calcular solucions enteres ,
pero no hi ha cap metode que permet calcular les arrels reals .
L'Gnica soluci6 és utilitzar un métode numeric, com ara el metode
de Newton, que més endavant explicarem, que ens doni les arrels

d'aquell polinomi amb una precisié determinada.
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Aixi doncs el métodes numerics busquen nimeros, mentre que els
metodes analitics busquen formules matematiques. En general el
metodes numerics s’apliquen quan és necessari un valor numeric
com solucié a un problema matematic, i els procediments exactes o
analitics (manipulacions algebraiques, teoria d’equacions
diferencials, métodes d’integracid, etc....) son incapag¢os de donar

una resposta.

3.2. Méetode de Newton

3.2.1 Historia del metode

Sir Isaac Newton (25 de Desembre de 1642 - 20 de Marg¢ de 1727)
va aportar molts coneixements a la ciencia: va descriure la llei de
gravitacio universal, va establir les bases de la mecanica classica
amb les lleis que porten el seu nom, i també va descobrir un metode

per resoldre equacions de qualsevol grau: el métode Newton.

El meétode Newton va ser descobert per Isaac Newton i publicat al
Method of Fluxions al 1736. Tot i que aquest metode també sigui
descrit per Joseph Raphson a Analysis Aequationum al 1690, cal dir
qgue el Method of Fluxions ja havia estat escrit al 1671.

Es per aix0 que aquest métode es conegut per métode de Newton o

metode de Newton-Raphson.

3.2.2 Descripcio del métode

El métode numeéric de Newton és una aplicacio del calcul diferencial
que s'utilitza per trobar els zeros d'una funcid derivable de enesim

grau amb la precisio desitjada.
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Els procediments per trobar les arrels o zeros de funcions lineals o
quadratiques a partir dels coeficients de I'equacié sén senzills i
exactes. Encara que existeixen formules per trobar les arrels
d'equacions de tercer i quart grau, aquestes formules sén molt
complicades i res practiques. Un teorema, atribuit a Abel, estableix
qgue no és possible trobar una férmula general, en termes dels
coeficients de lI'equacid, que permeti trobar els zeros exactes d'una
funcio de grau cinc o major. Aixo significa que, en general, només
es poden trobar aproximacions per als zeros de funcions de grau

més gran que quatre aplicant métodes numerics.

El que ens proposem es trobar
una r que faci que f(r) = 0 i per
tant sigui solucio de lI'equacio.
En el grafic seglent s'observa la
grafica de f(x).

El punt r, la solucid, es el punt
de tall de la funcié amb I'eix OX.
Per obtenir aquest punt, es

comenca des d'un punt proper a 0

r, que anomenarem X;. Tot
seqguit, es fa la recta tangent T;

en el punt x 1, (x1,f(x1))

El punt de tall en I'eix OX d'aquesta recta tangent és el punt xz, 0
segona iteracio, que s'apropa més a la soluci6 de la funcié que el
punt anterior. Si es tornés a repetir aquest procés, es trobaria la
recta tangent T, en el punt (x2,f(x2)), que tallaria I'eix OX en un

punt més proper a l'arrel que el punt xj.

L’equacié de la recta tangent T, que passa pel punt (x1,f(X1))

utilitzant la formula de punt- pendent és:
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Ty=104) = F'00)(x=x)

El punt de tall de la recta tangent T; amb I'eix OX és:

0-f(x)=F"0)X=%) —> éﬁs%

El valor x, és la primera aproximacié al punt r, que es la soluci6 de

la equacio6 f(x) = 0

L’equacié de la recta tangent T, en el punt (x2,f(x2))

Tz -y - f(Xz) - f'(XZ)(X—XZ)

El punt de tall de la recta tangent T, amb I'eix OX és:

T,:0-06) = FlQ)(x-1) — x—s1%

Si f(x) és una funci6 derivable i r és solucié de I’equacié, donada X,
una aproximacié de la solucié, la seglient aproximacid X+ ve
donada per la seguent formula:

L)

L%

Aquesta féormula es compleix sempre que f'(x,) sigui diferent de

>Ra=%

zero, ja que la recta tangent seria paral-lela a I'eix OX i no el

tallaria mai.

EXEMPLE.
Utilitzant el métode de Newton i fen Us de 'EXCEL intentarem

calcular I'Ginica arrel de la funcié f(x) = x3-4x2-2.
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Representacié grafica de la funcié f(x)=x>-4x?-2

La férmula del metode de Newton en aquest cas quedaria:

— 3 2
‘r':l'-l.-l-l_‘r'n_ f"{l‘ } 3 X —x _Xn—4Xn—2
L n+l = n 3X2 —8X
n n

Comencarem a iterar per un valor proxim a la solucio , es a dir
Xo0=5

Primera iteracio6

5% -4.52 -2 23
Xl =5——=

; 243 X1 = 4.34
3.52-8.5 35

30
20 2

10

-10

S —
o /-, —e— funcio
—8— Recta tangent R1

-20

-30

-40 —

-50

-60

Representacié grafica de la primera iteracio del metode de Newton
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Segona iteracio

f(4.34) _, o, 44041

X, =4.34 — =4,
f'(4.34) 21.78

=4.13 X2 =4.13

30
20 ).

P a
0 T T T T
10 0 1 2 3/2/ 5 6 |—e— funcio

—#— Recta tangent R1
20 / Recta tangent R2

-30 /
-40

-50

-60

Representaci6é grafica de la segona iteracio del métode de Newton

Tercera iteracid

f(4.13) _, 02173

- =4, =4.1180 x5 = 4.1180
f'(4.13) 18.1307

X, =4.13

Quarta iteracio

f(41180) _,,, —01418

=4, =41179 x4 = 4.1179
f'(4.1180) 17.7963

X, = 4.1180 —

Al fer aguest procediment repetides vegades, es pot observar com
algunes xifres decimals es van repetint, es a dir son xifres exactes
de l'arrel buscada. Al fer la cinquena iteracio, es pot veure que les
decimes i les centésims so6n decimals exactes de la soluci6, ja que

es van repetint.
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3.2.3 Teorema de Bolzano

Aquest teorema s'utilitza per saber si hi ha algun punt dintre d'un
interval on la funcié s'anul-li i per tant, aquell punt sigui arrel. Es
un teorema important alhora de decidir I’ interval on aplicar el

meétode de Newton.

TEOREMA DE BOLZANO: Si una funcié f(x) és continua en un
interval [a,b] i el signe de f(a) i el signhe de f(b) sén diferents, un es
positiu i I'altre negatiu, aleshores existeix un nombre dintre d'aquest
interval que fa que la funci6 sigui arrel, ja que al substituir per

aquell numero, la funcié doéna zero.

No obstant, en un interval pot haver-hi més d'una solucié, i aquest
teorema només ens diu que hi ha almenys una solucié, encara que

no especifica quantes arrels hi ha dintre I'interval.

3.2.4 Convergencia del metode de Newton

Hi ha alguns casos en qué la successio del metode Newton {Xn}neN

no convergeix a l'arrel, perque no es realitza una bona eleccié del
punt d’inici xo. El teorema de convergéncia global ens diu des de

quin punt comencar la iteracio.
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TEOREMA DE CONVERGENCIA GLOBAL:
Donada la funcio f(x) definida en I'interval [a,b] tal que:

- f(a)-f(b)<0 Aixo vol dir que f(a) i f(b) tenen signes diferents, i
amb el teorema de Bolzano ens assegurem l’existéncia d’'una
arrel.

- f(x) # 0 a qualsevol punt de I'interval [a,b], es a dir que la
funcio sera sempre creixent f’(x)>0 o decreixent f'(x)<0 i per
tant esta assegurada la unicitat de 'arrel.

- F”’(x) no canvia de signe en [a,b] es a dir que sera sempre
concava f’(x) <0 o convexa f”’(x) >0

- F(xo0)f’(xp) > 0 es a dir, la funcidé al punt d’inici de les
iteracions i la segona derivada en aquest tenen el mateix

signe.

Si es compleixen aquestes condicions es pot assegurar que la

successio {Xn}neN convergeix a I'arrel de la funcio.

Ara mostraré alguns exemples on el métode de Newton no funciona

perque falla alguna de les condicions esmentades anteriorment.

- En aquesta funcio el metode de Newton no funciona, ja que
les rectes tangents es van separant de la solucid, que en
aquest cas es un punt d'inflexié. El metode no funciona perqueée
s'esta incomplint el tercer apartat del teorema de
convergéencia, que diu que en l'interval, la segona derivada de

la funcié es sempre concava f’(x) <O o convexa f’(x) >0
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Inicio
»

Tangente
f(x)

Tangente

- En aquest altre exemple s'incompleixen tots els apartats del
teorema de convergencia global: f(a)-f(b)>0 per tant els dos
extrems del interval son positius. En I’ interval, la funci6 és
creixent i decreixent, la funcié passa de ser concava a
convexa i per acabar F(xo)-f’(xo) < 0 ja que f(xo) és positiu i la

segona derivada a Xp és negativa.

Inicio

_ Tangentes

f (x)

3.3 Metode de Newton per arrels complexes

Tenint en compte que les funcions de variable complexa es poden
derivar de la mateixa manera que les de variable real, el métode de
Newton es realitza de la mateixa manera en funcions de variable

real i imaginaria. L’Unica diferéncia és I’ interpretacio geometrica.
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Interpretacié geométrica del métode Newton per a variable real:

{Xn}neN Xpy = X — f(x,)
F(x,)

Xn+1 €s el punt de tall en I'eix OX de la recta tangent a la funcio f(x)

en el punt x,

Interpretacié geomeétrica del métode Newton per a variable

complexa:

{Zn}neN Z

Tl
-u!ﬁf‘:"}}‘&

Representacié grafica de la interpretacié geometrica del métode de Newton

complex

Z,+1 €s troba construint el pla tangent a la funcio f(z) en el punt z,.
Aquest pla tangent, talla el pla XY en una recta. D’aquests infinits
punts de la recta z,+; és el perpendicular a z,
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3.3.1 Conques d’atraccié

Si la funci6 té més d’una arrel, la solucié que trobi el méetode de
Newton dependra del valor xo amb que es comenci la iteracid. La
conca d’atraccio d’una arrel z* ,determina els valors que ha de tenir
Xo (llavor del meétode) per a que el metode de Newton convergeixi

cap a l’arrel determinada z*.

Per exemple, les solucions de la
funcié f(x) = x?-1 sén -1 1, per
tant hi ha dues conques

d'atracci6, que ens diuen cap a

guina solucié convergim quan

comencem a iterar des d'un

nombre d'aquell interval.

Per la soluciéo x=1 la conca d’atracci6é és l'interval (0,«)i per la
solucidé x=-1, és (-»,0). Aixi doncs, com que Xo=7 esta dintre
I’interval (0,x) les iteracions del metode de Newton comencant des

d’aquest punt convergiran cap l'arrel x=1.

Si ara pensem en aquest metode pero en el pla complex, les
conques d’atracci6 d’'una arrel ja no seran intervals sind
subconjunts del pla complex. Si per exemple
considerem la funcié complexa f(z) = z? -1,
aquesta té dos arrels, i per tant, dues
conques d’atraccio. Si es comenca la iteracié

per algun valor que estigui dins la regio

pintada de color verd, la successié obtinguda
convergira cap a 1, que és una de les solucions de l'equaci6. Si es
comenca per un valor pintat de vermell, cap a -1.

Si es comenca per un valor fora d'aquestes dues regions la iteracio

no convergira a cap solucié.
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Si ara considerem la funcié f(z) = z® -1 les arrels sén:

Com ja he explicat en el primer apartat del treball, les arrels
cubiques d’u es troben sobre una circumferéncia de radi u i son els

vertex d'un triangle equilater.

Per tant seguint I'exemple anterior les

conques d'atraccié corresponents

haurien de ser més o0 menys aixi:

Pero en realitat no son aixi, les conques d'atraccié formen un
fractal, on cada color representa la conca

d’atraccioé d’una arrel diferent
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Altres exemples de funcions complexes i les seves conques

d'atraccio.

'.,

-

La primera imatge correspon a una equacio de grau 3, la segona de
grau 4 i al tercera de grau 8. Cada color correspon a una conca
d'atraccio diferent i per tant, cada color representa una solucid. A
part de la solucié cap a on convergeixen es podria ampliar més el
grafic afegint la velocitat en qué convergeixen, donant colors més

intensos a aquells valors que convergeixen més rapid cap a l'arrel.

Grafic que representa les conques d'atraccié i la velocitat de convergéncia

3.3.2 Fractals de tipus Newton

Els fractals de tipus Newton es construeixen donant colors a cada
punt del pla complex depenent de cap a quina solucio de la funcié
convergeixen les iteracions del métode Newton que comencen en
aquells punts. Aquestes solucions o arrels s'han trobat utilitzant el

metode Newton.
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Per exemple, z*-1=0 té quatre solucions, dues son reals, 1i -1 i
les altres dues son i, -i. Quan es coneixen les arrels, es comenca la
iteracio per tots els punts del pla complex dintre de la regié R.
Aquesta regid s’estableix abans de comencar les iteracions i en
aquest cas sera un quadrat centrat a I’'origen de coordenades on els
vertexs son (2, 2i), (-2, 2i), (-2, -2i) i (-2, 2i). Aquesta regio R es
defineix tenint amb compte que les arrels quartes de 1 estan
situades en una circumferéncia de radi 1. Es per aix0 que la regié R
ha de ser mes gran que la circumferéncia que conté les solucions
per a poder mostrar una bona imatge fractal. En general per

dibuixar un fractal de tipus Newton d’una equacié de I'estil z? —q=0

la regié R sera un quadrat que ha de contindre dintre seu la

circumferéncia de radi ¥/ . Depenent de cap a quina de les arrels
convergeixi el metode se li atribueix un color a aquell punt. Quan
s'han realitzat les iteracions per tots els punts de la regié R, el

fractal de tipus Newton de z*-1=0 és el segiient:

Tots els punt de color verd convergeixen cap a una de les solucions,
-i. Els vermells cap a -1, els grocs cap a 1 i els blaus cap a i. Hi ha

quatre colors diferents ja que hi ha quatre solucions diferents.

Aquest punt esta a prop de
I’arrel z = 1 pero les seves
iteracions convergeixen
cap a l’arrel z = -i
representada de color verd.

La successio del metode
Newton per un punt d’aquesta
regio caotica en teoria hauria de
convergir cap az = -i ja que és
I’arrel que t€ més a prop, pero
convergeix capaz = 1.
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Les grans regions d’un sol color indiquen que tots els punts que
contenen convergeixen rapidament cap a I'arrel que representa
aquell color. Pero hi ha altres zones situades a la frontera de dos
colors diferents que es comporten caoticament i no segueixen un
ordre logic. La successié del metode Newton ,per a un punt proper a
una arrel qualsevol i que estigui dins d’aquesta zona cadtica, pot
convergir cap a una arrel més llunyana. A més és aquesta zona

caotica el que dona a la imatge aquest aspecte fractal.

Un altre exemple de fractal de tipus Newton és el que correspon a la

funcio z°-1=0

En aquest cas hi ha cinc
colors diferents ja que sén 5
les solucions de la equacio.
Els punts pintats de color
negre sén punts que al
iterar-los no convergeixen

cap a cap arrel.

Els fractals anteriorment esmentats son el resultat de atribuir colors
depenent de l'arrel cap on convergeixin, pero si a més s'afegeix la
velocitat en que convergeixen cap a ella, el fractal resultant és

aquest:
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Totes aquestes iteracions que
comencen en un punt qualsevol del
pla complex tenen una ordre de
parada, un moment en que el
metode de Newton ha obtingut una
aproximaci6 suficientment bona de
I'arrel cap on convergeix. Aquesta
proximitat es defineix abans

d’iterar i pot ser un error de

decimes ( 0.1) de centesimes
( 0.01) etc. La velocitat en que convergeixen els punts del pla cap
aquestes arrels té en compte el nombre d’iteracions necessaries per

aconseguir un error igual o inferior al instaurat inicialment.

Les zones més clares sOn les més properes a l'arrel. S6n regions on
la successio obtinguda pel métode de Newton i que s’inicia en
aguest punts convergeix més rapidament cap a elles , es a dir
aconsegueixen un error inferior al instaurat amb menys iteracions.
Aixi doncs la intensitat dels colors s'atribueix mitjancant la velocitat
en qué convergeixen cap a l'arrel, donant més intensitat als punts

gue tarden més a convergir-hi.

Aquests tipus de fractals també presenten autosimilitud com es pot

observar en la seglient imatge:
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4. Fractals a la vida

4.1 Fractals en la natura

Encara que en el nostre llenguatge quotidia, no utilitzem habitual el
terme fractal, els fractals ens envolten i el nostre cos mateix forma

estructures fractals.

Com ja he explicat anteriorment els fractals son objectes
matematics que resulten realment interessants , per qué son els
models ideals per estudiar i entendre moltes de les formes
irregulars que poden trobar a la natura. Aixo es degut a que molts
d’aquests objectes copien la propietat principal dels fractals ,
I’lautosemblanca. Es a dir, a diferents escales de detall, aquests
objectes de la natura també tenen una estructura recursiva, i per
tant estan formats per elements geometrics de mida i orientacio
variable, pero d’aspecte similar a ’estructura general.

L'exemple més clar per entendre un fractal és el d'un arbre. Si ens
apropem a aquest arbre, podrem veure com les seves branques no
s6n més que "petits arbres" amb la mateixa estructura que la de
I'arbre inicial. Si ara ens acostem i mirem amb detall qualsevol
d'aquestes branques podrem veure com, a la vegada, es composen
de petites branques encara més petites perdo que mantenen la
mateixa estructura inicial.

Podem trobar exemples de fractals en els nuvols del cel, els perfils
de les serralades, la forma de la costa maritima, en els cursos del
riu i fins i tot en les galaxies de l'univers.

També en el nostre organisme: I'estructura del sistema circulatori,
la ramificacié de venes, artéries i nervis, la ramificacio dels
bronquis en els pulmons , les dendrites de les neurones, els

alveols...
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Per ultim deixar clar que els fractals que trobem a la natura son
aproximacions de fractals, que exhibeixen I’estructura de

autosemblanga sobre un extensa, pero finita , gamma d’escala.

Els fractals no s'ajusten completament al que és la natura i
obviament no existeixen en el mén natural com tampoc no
existeixen rectes ni esferes, simplement serveixen per a descriure
formes naturals fins ara indescriptibles ja que els fractals, com la
natura, sén massa irregulars per ser descrits facilment en el
[lenguatge geomeétric tradicional pero tenen una regularitat

geometrica degut a I'autosemblanca.

Imatges fractals a la natura:

Figura 1. Les branques d’un Figura 2. Fractal patré del
arbre tenen una distribucié creixement caotic dels nervis d’'una
fractal fulla
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Figura 3. Comestibles fractals: romanesco (creuament entre el
broquil i la col-i-flor) on es pot apreciar el patré de fractal en

espiral

i .1\“'//

“'W"é

Q\\W//' :
J.. e

Figura 4. La falguera és Figura 5. L'encaix de la reina Ana, és un

un dels molts exemples exemple de fractal floral. Cada flor
gue reflecteixen que la produeix petites flors repetides

flora també son fractals.
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La xarxa que formen els rius i els seus afluents recorden molt a un

fractal, al igual que les cadenes muntanyoses, les linies de costa o

els grans deltes .

Figura 6. Linia de costa Figura 7. Rius i fiords
increiblement complexa a

Florida
[

Figura 8. Alguns
llamps al formar-se
ho fan també amb

forma fractal.
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Molts vidres quimicament formats i vidres de gel i el gebre son
exemples impressionants de fractals a la natura. Figura 9.

L'ésser huma, encara que no ho sembli també conté estructures

fractals, encara que no del nivell del romanesco. Els homes no
estan formats per petites reproduccions d'ells mateixos, les
estructures fractals son internes. Els sistemes de neurones, els
bronquis i bronquiols o el sistema circulatori sén exemples
d'estructures fractals en els éssers humans. Aquest fenomen és
degut a que la forma fractal és la forma en qué els nutrients o la

informacio viatgen més rapid pel cos.
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Figura 10. En
aguesta imatge es
pot veure com el
sistema respiratori
i el sistema
circulatori formen
un fractal. En
aguest cas, el
pulmo de
I'esquerra mostra
els bronquiols i
alveols

pulmonars. El de

la dreta, les ramificacions que fan els capil-lars per poder arribar a

tots els alveols.

4.2 FRACTALS EN LA MUSICA

Algunes obres d'importants autors com ara Bach, Beethoven o

Mozart compleixen les propietats fractals.

1
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Tal com es pot veure en la imatge de I'obra de Beethoven, la
"Primera Escossaien”, |I'estructura de la melodia es va repetint
indefinidament formant una estructura semblant al conjunt de

Cantor.

4.3 FRACTALS EN L’ARQUITECTURA

En l'arquitectura,els fractals estan presents en algunes estructures
també. En arquitectura, el concepte de fractal pot apreciar-se en
estils com ara el gotic, on I'element determinant era I'arc apuntat, i
on s'observa una seqliéncia en els elements de la fagcana. Un

exemple seria la Catedral de Reims.

Gracies a les facilitats tecnologiques,
en l'arquitectura contemporania s'esta
donant una forta tendéncia a que les
edificacions estiguin basades en models
o funcions matematiques, permetent
complexitats mai abans

explorades en la historia.
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En aquesta imatge

es pot veure una

N ]
L tee e =z construccio
- - - - - - - - seguint el conjunt
"0 o L ) " anx
de Cantor. La
L e e LI Y B e
imatge de
I’esquerra

correspon al
conjunt de Cantor
original, i la dreta

és la imatge a

partir de la qual

s’ha creat la construccié de sota.
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5. Construccio6 de fractals amb Fractint.

5.1 Programa Fractint.

Tot i que pot semblar mentida Fractint, €és un programa totalment
gratuit, probablement el millor programa de generaci6 de fractals.
Pot generar mes de 100 tipus de fractals diferents, amb la
possibilitat de crear-ne de nous a partir de féormules definides per
l'usuari, capacitat de zoom rapida i profunditat, gran varietat de
pantalles (reals o virtuals) tant en mida com en profunditat de color,
multitud d'opcions de deformacié... Aquest programa representa els
fractals segons un algoritme de velocitat d'escapament discret, com

podrem apreciar més tard.

Fractint va apareixer al 1988 sota el nom de FRACT386. Només
treballa amb aritmética sencera, aconseguint un estalvi de temps.
Aquest programa esta disponible per tres sistemes operatius

diferents: Mac, Linux i MS DOS, la versié que utilitzarem.
La versio que he utilitzat pel meu treball, esta descarregada
gratuitament de la dreca <http://fractint.programas-

gratis.net/descargar>

Al obrir el programa la primera imatge que ens trobem és aquesta:
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DOSBox 0.63,Cpu Cycles: 3000, Frameskip 0, Program: FRACTINT

FRACTINT Version £0.0
Press ENTER for main menu, F1 for help.

Timothy Wegner Tim_legnerfcompuserve.com twegner@phoenix.net
Jonathan Osuch 73277 . 143Z@compuserve . com

George Martin ggmart inPcompuserve .com

Robin Bussell robin.bZRukonline.co.uk

Pieter Branderhorst Past main author, solid guessing, menus

Juan J. Buhler  jbuhlerBgidef .edu.ar Diffusion optionz, inverse Julia type
Mike Burkey J70x004x250, 400x0b64xZ56, and 83Z2xH12xZ56 UGA video modes
John Bridges [75300,2137]1 superUGA support, 360x480x256 mode

Fulvio Cappelli [100025,1507] ants options and speedup

Brian Corbino [71611,702]1 Tandy 1000 H40xZ200x16 video mode

Lee Crocker lcrocker@netcom.com Fast Mewton, Inversion, Decompositiom..
Monte Davis [71450,3542]1 Documentation

Paul De Leeuw RDS (Random Dot Stereogram) Feature

Chuck Ebbert [?6306,1226] cmprsd & sqrt logmap, fpu speedups, fast parser
Dan Farmer [?4431,10?5] orbits enhancements

Richard Finegold [?6701,153]1 B-16- . .-256-Way Decomposition option

Frank Fusseneqger Mandelbrot speedups

Sylvie Gallet Sylvie_GalletPcompuzerve .com Formula and math wizard

Copyright (C) 1996-99 The Stone Soup Group. Fractint may be freely copied
and distributed but may not be sold. 3See help for more information.

En aquesta pantalla es poden veure els noms dels creadors
principals del programa, i també d'altres persones que van
contribuir a la creaci6o. Es déna la possibilitat de aturar el moviment

del llistat d'autors secundaris prement la barra espaiadora.

Cal dir que aquest programa es pot utilitzar amb el teclat, mitjancant

tecles d'accés rapid, que faciliten molt navegar pel programa.
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Aquesta pantalla correspon al menu principal del programa

FRACTINT Uerszion 20.0

MAIN MENU
NEW IMAGE FILE
select video mode... <del> run saved command set... <@>
select fractal type <t> load image from file... <r>
3d transform from file...<3>
OPTIONS shell to dos <d >
basic options. .. O give command string L >

extended options... {y> gquit Fractint {BesC>
type—specific parms... <=> restart Fractint £ins>
view window options... <u>

fractal 3D parms... {ix

browse parms... {ctl-hb>

Usze the cursor keys to highlight your selection
Press ENTER for highlighted choice, or F1 for help

Aqui es poden trobar les opcions principals del programa, com ara

seleccionar la resolucio i colors del fractal que es creara .

select video mode... <del’

FRACTINT Uersion Z0.0

Select Video Mode

...................... xdot .ydot e

16—Color EGA 640 350 16 Standard EGA hi-res mode

Z56—Color UGA-MCGA 320 200 256 Quick and LOTS of colors

16—Color UGA 640 480 16 HNice high resolution

4—Color CGA 320 200 4 (Ugh - Yuck - Bleah)

Hi-Rez B&W CGA 640 200 2 ('Hi-Rez' Ugh - Yuck)

B&W EGA 640 350 2 (Monochrome EGA)

B&W UGA 640 480 2 (Monochrome UGA)

Low-Rez EGA 320 200 16 Quick but chunky

UGA (non-std) 320 400 256 Register Compatibles ONLY

UGA (non-std) 360 480 256 Register Compatibles ONLY
SuperUGA-VESA Autodetect 8OO 600 16 UWorks with most SuperUGh
SuperUGA-VESA Autodetect 1024 V68 16 UWorks with most SuperUGh
SuperUGh-VESA fAutodetect 400 256 Works with most SuperUGhH
SuperUGh-VESA Autodetect 480 256 Works with most SuperUGhH
SuperUGh-VESA fAutodetect 600 Z56 Works with most SuperUGh
SuperUGh-VESA fAutodetect 768 256 Works with most SuperlUGh

Use the cursor keys to highlight your selection
Press ENTER for highlighted choice, ESCAPE to back out, or F1 for help
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Des del menu principal també s'accedeix al menu de seleccio de

fractal.

=zelect fractal type <t>

DOSBox 0.63,Cpu Cycles: 3000, Frameskip 0, Program: FRACTINT,
FRACTINT Uersion 20.0

Select a Fractal Type

Cmore)

fn=fn
gingerbreadman
hypercomplex j
Julfn+z=qrd
Jjulibrot
lambhda
lorenz3d
lIyapunow
mande 1
mande ]l lambda
manlam(fniifnl
marks julia
newton

popcorn
rosslerdd

test

(more)

fnxz+z

halley

icons

julia
Julzpower
lambda(fniifn)
lorenz3dl
magnetl j
mandel (fniifnl
mandphoenix
manowar
mark=mandel
phoenix
popcorn jul
sierpinski
tetrate

fn+fn

henon

icon=3d
julialtfniifnl
Julzzpur
lamhdafn
lorenz3d3
magnetim
mande 14

mandphoenixclx

manowar j

marksmande 1 pur

phoenixcplx
quadruptwo
spider
threeply

formula
hopa long
if=

Jjuliad
kamtorus
latoocarfian
lorenz3d4
magnets j
mande lcloud
manf n+exp
MANZpoLEr
martin
pickover
quat
sqr(l-fn)
tim’'s_error

frothybasin
hypercomplex
Julfn+exp
Jjulia_inverse
kamtorus3d
lorenz
lzystem
magnetsm
mande 1fn
manf n+zsgrd
MaNZZpLr
newtbasin
plasma

quat jul
sqr(fn)
unity

Use the cursor keys or type a value to make a selectiom

Press FZ2 for a description of the highlighted type

També des d'aquell menu podem entrar a les opcions basiques,

des d'on podem decidir el nombre d'iteracions maximes o canviar

els colors del fractal.

basic options...

0
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5.2 Construccio de fractals.

El primer fractal que construirem és el conjunt de Mandelbrot. Per
construir-lo, el primer pas és seleccionar-lo de la llista de possibles
fractals. Aquest conjunt esta representat pel nom mandel. A
continuacio, se'ns déna la possibilitat de modificar aquest fractal,
pero per construir la imatge original seguim els parametres per
defecte, encara que en lloc de fer el conjunt pel pla real, nosaltres
el farem pel pla complex. Quan s'ha acabat d'introduir parametres a
continuacio es trien els colors i la resolucio de la imatge, que en

aquest cas sera 256 colors i una resoluciéo de 800x600. La imatge

resultant és la seguent:
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Gracies a les opcions de modificar els colors que ens ofereix el
programa, podem canviar els colors interns i externs. Per exemple,
si pintem tots els punts que pertanyen al conjunt de negre, i tots els

punts externs al conjunt els pintem de blau, sense tenir en compte

la velocitat d'escapament com en |'exemple anterior, el resultat es
aquest:
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Aquest programa també permet relacionar rapidament el conjunt de

Julia associat a cada punt del conjunt de Mandelbrot. Si augmentem
la zona marcada en la Imatge 1

Imatge 1. Conjunt de Mandelbrot representant amb velocitat d’escapament

es pot veure com del disc adjunt al cardioide principal surten dues

antenes, que sumades al peu del disc formen un total de tres
antenes. (Imatge 2)
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Imatge 2. Antenes del disc adjunt al cardioide principal

Aix0 significa que els punts que estan dins d'aquest disc tenen un
conjunt de Julia associat 3-periodic atractiu. Aquest es el conjunt de

Julia associat a un punt situat en aquest disc del conjunt de
Mandelbrot:

Imatge 3 Imatge 4
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En la imatge 3 es veuen les diferents velocitats d'escapament dels
punts que no pertanyen al conjunt, mentre que els punts que si
pertanyen estan pintats de negre. En la imatge 4, només estan
pintats de blau els punts que fan frontera entre els que pertanyen i

els que no. Aquests punts so6n en realitat conjunt de Julia.

Gracies a aquest programa podem observar que hi ha dos tipus de

fractals de Julia, els connexos i els que no ho sén.

Imatge 5 Imatge 6

La imatge 5 correspon a un fractal de Julia connex, concretament a
un conjunt que té un punt 3-periddic atractiu i associat a un punt
gue pertany al conjunt de Mandelbrot. La imatge 6 €s un conjunt
disconnex ja que els punts que el formen no estan junts, i es un
conjunt de Julia associat a un punt que no pertany al conjunt de
Mandelbrot.

Una de les eines més importants d'aquest programa és la facilitat
per dibuixar conjunts de Julia amb diferents punts periodics

atractius:
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2-periodic atractiu

Les corbes tancades

coincideixen dos a dos

3-periodic atractiu

Les corbes tancades
coincideixen tres a tres

4-periodic atractiu

Les corbes tancades

coincideixen quatre a quatre
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5-periodic atractiu

6-periodic atractiu

7-periodic atractiu
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Aquest programa també ens permet ampliar una zona concreta del
fractal per poder observar-la millor. Utilitzant aquesta eina podrem
veure l'autosemblanca del conjunt de Mandelbrot, una de les
caracteristiques d'aquest i de tots els fractals. EIl primer pas

consisteix en ampliar la zona marcada de la imatge 7:

Imatge 7

La imatge resultant és aquesta (imatge 8)
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Si es torna a aplicar un zoom al tros de la imatge 8, la imatge és la

seglient:

Imatge 9
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En aquesta imatge 9 final és pot veure que el conjunt de
Mandelbrot inicial es repeteix integrament en algunes parts del
conjunt, ja que aquesta imatge ampliada d'una zona del conjunt és

identica al conjunt total.

Fractint també ens permet creat fractals de tipus Newton. A
continuacio la taula amb les diferents equacions de nombres
complexos i els fractals de tipus Newton associats, segons velocitat

de convergéncia a l'arrel.
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z° -1
2% -1
z' -1
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En els fractals de tipus Newton també es pot observar
l'autosemblanca que tenen. Prenent com a exemple el fractal
associat a z° - 1 veiem que al aplicar zoom a una zona concreta, es

pot veure com algunes parts del fractal es repeteixen infinitament.

Com es pot veure en la successio, les zones marcades en les

diferents imatges es van repetint en tot el fractal, de manera que
gracies a aquesta ampliacié de les zones es pot veure

l'autosemblanca.
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Conclusions

Al acabar aquest treball de recerca, he aprés que les matematiques
estan presents en gairebé tots els aspectes de la vida quotidiana,
en especial els fractals, que encara que no ho sapiguem, sén
presents en molts llocs. Navols, arbres, el nostre propi sistema
circulatori sén exemples de fractals. També he aprés que la
geometria tradicional no és adequada a exemples a la vida real, ja
gue els avets no son cons perfectes i les esferes perfectes no

existeixen.

A part d'aquests fractals reals, també hi ha els que estan al pla
complex. Jo només he estudiat dos conjunts, el de Julia i
Mandelbrot. Gracies a aquest treball he sabut que eren, com es
representen i la relacié que tenen entre ells. En aquests fractals
s'utilitzen nombres complexos, un conjunt numeric que jo
desconeixia i que després d'acabar aquest treball he sabut qué son,

les formes que tenen...

L'altre gran apartat del qual jo no sabia que existia és el métode de
Newton. Jo sé que hi ha formules establertes per trobar les
solucions d'equacions de grau 1 i 2, i que per grau 3 o més hi ha el
meétode de Ruffini. Perd aquest Gltim métode només troba solucions
enteres. Es per aixd que trobo molt interessant aquest métode, ja
gue troba arrels decimals d'equacions de qualsevol grau. Quan ja
sabia com funcionava el métode em va sorprendre molt que en
aquesta cerca de solucions es forma un fractal, que en el treball he

estudiat, mirant perque es formen i quina forma tenen.
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En el moment d'acabar el treball he quedat molt satisfet ja que he
apres moltes coses noves sobre matematiques que no sabia, i a

partir d'ara ja sé que estem envoltats de fractals.

Agraiments

Per acabar voldria donar les gracies a la meva tutora del treball
Vanessa Florenza per aguantar-me i ajudar-me sempre que ho he
necessitat i també al professor Alex Trepat, per ajudar-me en la

instal-lacié del programa Fractint i en el seu funcionament.
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