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“.. de les lleis més simples neixen infinites meravelles que es repeteixen

indefinidament.” — Benoit Mandelbrot
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INTRODUCCIO

Des de sempre m’han agradat les matematiques. Al no tenir cap idea concreta
sobre quin tema desenvolupar en el meu treball de recerca, amb el qual hauria
d’estar tot un any treballant-hi, vaig decidir informar-me sobre els temes
proposats a 'area de matematiques. A la llista que hem van donar, vaig veure
un tema que no n’havia sentit mai a parlar: Els fractals. No en sabia res i vaig
pensar que gracies a la desconeixenca que tenia cap al tema, seria un bon
motiu per investigar i experimentar. El meu treball de recerca doncs, s’ha basat
en els fractals: estructures molt complexes de les quals, sense saber-ho, en
podem trobar aproximacions a la vida quotidiana i a la natura.

Aprofitant I'oportunitat, vaig participar en el programa de suport que dona la
facultat de Matematiques i Informatica de la Universitat de Barcelona als
estudiants que realitzen el treball de recerca durant el primer curs de Batxillerat.
Aixi doncs, van assignar-me a un alumne d’aquesta universitat matriculat a la
carrera de Matematiques perque em pogués ajudar en qualsevol dubte o
problema.

A T'inici del treball estava perduda i insegura, perd a mesura que aprofundia
anava assolint nous coneixements sobre el tema i expandint-los.

He comencat investigant els fractals en general, buscant els seus origens en la
historia i informant-me de les caracteristiques més basiques, i després he
acabat endinsant-me en aspectes més practics.

En el treball es pot veure com des de molt de temps enrere alguns matematics
ja havien trobat algunes figures fractals, tot i que no va ser fins a finals del
segle XX que Mandelbrot els va posar nom i va assentar les bases del que es
coneix actualment com a geometria fractal.

El meu treball consta de tres parts fonamentals:

Una part de recerca d’informacio teorica, en la qual he investigat la formacié
dels fractals precursors i dels més actuals com el Conjunt de Julia i el de
Mandelbrot. Seguidament també menciono diferents definicions dels fractals
de diversos matematics i els fractals que podem trobar a la natura. Aleshores
comengo a aprofundir en les seves propietats: rugositat, autosemblanca i
dimensié no entera. Aquesta Ultima és la caracteristica més extravagant,
sempre haviem conegut la dimensié 1 (recta), 2 (pla), 3 (espai), pero aquests

objectes s’escapaven dels parametres considerats normals. Després, he
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classificat els fractals en quatre tipus. | finalment, he buscat aplicacions en
diferents camps molt diversos i novells.

Una segona part practica, que consistia en la generacio dels fractals IFS. Es a
dir, d’'una imatge inicial (generador), s’hi aplica una série d’afinitats que
provoguen uns moviments en el pla formant una altra imatge final (atractor).
Aquestes activitats les vaig realitzar a partir dels coneixements teorics i del
treball amb uns exercicis que em va proporcionar la Universitat de Barcelona.

| finalment la part practica de la recerca, basada en un exercici sobre el joc del
caos en un triangle equilater. Després de dur-la a terme, vaig plantejar-me dues
hipotesis a partir de dos preguntes:

A) Qué passara si en el joc del caos no s’apliqués a un triangle qualsevol, sin6
que s’apliqués a altres figures geomeétriques regulars?

B) Que passara si varia el factor de contracci6?

Per realitzar aquesta part practica, he hagut d’aprendre a programar amb codi
R. Va ser una tasca forca dificil ja que la programacié quedava fora dels meus
coneixements, pero gracies a unes nocions basiques aportades per en Guillem
Cobos, el noi que m’havien assignat en el programa de suport, vaig poder-la
realitzar sense cap problema.

El procés de realitzacié del treball va comencar un temps més tard d’haver-lo
decidit. Vaig anar buscant informacié d’internet, d’algun llibre i de revistes
complementant la teoria amb tot el que considerava important o d’interés saber.
Durant tot el procés he fet un parell de viatges a Barcelona per posar-me amb
contacte amb el meu suport universitari, Guillem Cobos, amb el qual resolia els
dubtes que em sorgien en la realitzaci6 de la part practica. Unicament vaig tenir
dos problemes, com ja he mencionat abans. Al no haver conegut mai els
fractals em sentia perduda pero a poc a poc que aprofundia anava augmentant
la confianca amb el tema. | el segon problema va ser no tenir cap coneixement
de programacio, fet que em dificulta la part practica perd que vaig poder

resoldre sense cap problema.
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1. L’EVOLUCIO DE LA GEOMETRIA: D’EUCLIDES A MANDELBROT

Abans d’Euclides: coneixement innat d’alguns conceptes geometrics.
Alguns investigadors van estar buscant proves per justificar que els conceptes
geometrics sén innats i que no necessiten llenguatge ni cultura. Aquesta
hipotesi es va comprovar quan van realitzar una serie de proves a adults i nens
d’una tribu amazonica, anomenada Munduruku, la qual va estar aillada més de
quatre-cents anys. El seu ancestral coneixement de la geometria comporta a la
creenga d’intuicions geomeétriques que son independents d’'un aprenentatge
previ, d’'una experiéncia anterior o d’'un llenguatge especific pels conceptes
geometrics.

La linglistica moderna havia revelat caracters semantics universals comuns a
totes les llengles i als sons del nostre llenguatge parlat. Doncs, s’havia pensat
que aquesta podria ser la clau del coneixement innat, sense aprenentatge previ
i independents dels caracters geométrics. En el 1957, una de les figures més
destacades de la linguistica del s. XX: Chomsky, va postular I'existéncia d’'un
dispositiu cerebral innat que permetia aprendre’l i utilitzar-lo de forma casi
instintiva i també va postular una gramatica universal, al comprovar que els

principis generals abstractes de la gramatica eren comuns?.

La geometria euclidiana.

En I'any 323 aC, Ptolomeu |, rei d’Egipte, estava fundant a Alexandria un gran
centre cultural, i coneixent préeviament la fama de la ciéncia grega, va buscar a
Atenes persones instruides en les ciéncies.

Euclides va ser escollit per dirigir 'escola de matematiques. Ell va ser qui va
posar en ordre I'obra matematica que hi havia fins al moment, perfeccionant i
demostrant coneixements de forma irrefutable que anteriorment no s’havien
demostrat amb suficient exactitud. La seva obra és una recopilacio i
sistematitzacié dels coneixements, sobretot dels coneixement geometrics de la

seva epoca, convertint les matematiques en un conjunt de sistemes relacionats.

1 . . \ . ,
Aguest postulats es van publicar en la seva obra anomenada Estructures sintactiques, després de que a
la seva tesi doctoral comencés a desenvolupar idees sobre la linglistica.
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Durant la seva vida va escriure dotze obres, de les quals en coneixem cinc. La
més important i amb més éxit és la titulada Els Elements®. El seu objectiu és
exposar les bases de la matematica coneguda sense aplicacio practica.
Euclides, familiaritzat amb els coneixements de [I'escola pitagorica i
especialment amb la seva primera crisis®, va voler fomentar la geometria sobre
uns principis solids que, conjuntament amb una logica inquestionable, fundés
una serie de resultats indiscutibles.

Va ser llavors quan Euclides es va adonar de qué no tots els enunciats
matematics es poden comprovar, siné que alguns han de ser acceptats com
suposicions basiques. Per primera vegada, a Els Elements va establir un
exemple del métode axiomatic, que va significar un canvi molt important per la

historia de les matematiques. Les seves hipotesis

eren de tres tipus: definicions, postulats i axiomes (0
nocions comunes)®, a partir dels quals demostra tot
els teoremes coneguts de la geometria. Aixi doncs, la L
geometria Euclidiana va quedar determinada pels

segients 5 postulats: —_—

1) Una unica recta pot ser tracada entre dos
punts qualsevols. N » o
ll-lustracié 1: Versio del cinque
2) EIl segment d'una recta pot allargar-se postulat en la geometria
indefinidament. euclidiana.
3) Es pot tracar un cercle amb qualsevol centre i radi.
4) Tots els angles rectes son iguals entre si.
5) Si una secant talla dues rectes formant a un costat angles interiors

menors a dos angles rectes, les dues rectes allargades es tallen en

% Va ser un text obligat a totes les universitats i centres d’estudis matematics durant molt de temps. Es
creu que hi ha més de mig miler d’edicions en diferents llengilies. Constitueix una de les obres
cientifiques més bones, antigues i extenses. Consta de tretze llibres: sis de geometria plana, tres
d’aritmetica, un sobre mesures i tres més sobre geometria de I'espai.

*Els pitagorics creien que totes les lleis de I'univers es fonamentaven en proporcions entre nombres,
pero en estudiar la longitud de la diagonal d’un quadrat que mesura una unitat el seu costat, van

descobrir que resultava un nombre no racional (\/E), llavors es deia que la diagonal era immesurable.
Alguns grecs, sobretot els pitagorics, van considerar aquest fet com un naufragi.

* Sembla ser que els postulats i les nocions comunes sén de naturalesa geométrica, pero suposadament
les ultimes s6n comunes a totes les matematiques. Les nocions comunes expressen propietats
fonamentals dels objectes matematics, en canvi els postulats confirmen operacions geometriques
practicables i possibles. Actualment, un axioma és una expressio logica, suposadament certa, que
s’utilitza en deduccions i un postulat ha quedat com un sinonim antic d’un axioma.
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aquest mateix costat. Es conegut com el postulat de les paral-leles i més
tard va quedar reduit a “Per un punt exterior a una recta del pla només

passa una paral-lela”

L’exposicié d’aquest sistema, el métode axiomatic-deductiu, va marcar la pauta
de la matematica moderna. Tot i que si s’analitza amb precisié s’hi poden trobar
alguns defectes. Un dels més estudiats i polémics és el cinqué postulat: “Per un
punt exterior a una recta del pla només passa una paral-lela”. Els estudiosos
creien que aquest postulat té aspecte de teorema i que s’ha de poder
demostrar, pero van notar com Euclides evitava utilitzar-lo al llarg de la seva
obra i aix0 va fer pensar que senzillament el va afegir sense saber com
demostrar-lo.

Aquest defecte va provocar un gran desig als matematics de demostrar el
cinqué postulat. No va ser fins el segle XIX que Carl Friedrich Gauss i Nicolai
Lobachevski van comprovar que no era demostrable. | es va poder descartar

que la geometria d’Euclides fos la unica possible.

La geometria projectiva.

En el Renaixement, van aparéixer necessitats de representar artisticament i
tecnicament la realitat. Cientifics i artistes com Leonardo Da Vinci, van afavorir
I'aparicio del concepte de la perspectiva.

Per Euclides, 'espai matematic quedava reclos a un espai buit i absolut, a partir
del qual es construeix la realitat, tant artistica com natural. Aquest espai,
impossible sense la matematica de I'espai lineal d’Euclides, és I'espai de la
perspectiva.

Gérard Desargues, un matematic francés nascut I'any 1591, va observar com
un cercle vist des d’'una perspectiva es converteix en una el-lipse i també que
'ombra d’'un objecte circular, depenent de la inclinacio, sera un cercle, una
el-lipse, una parabola o una hipérbola. Va arribar a la conclusié que la projeccio
d’'un objecte transforma una figura en una altra. D’aquestes idees va identificar
dos conceptes dels objectes geometrics, un era el punt de l'infinit o impropi i
I'altre la recta de linfinit o impropia. En el pla existeixen infinits punts impropis
associats a diferents direccions, on es formen les rectes de l'infinit. Alhora en

els espais existeixen infinites rectes impropies, n’hi ha tantes com direccions, i
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totes les rectes formen el pla de l'infinit. Segons el seu model, dos paral-leles
es tallen en un punt de l'infinit, un punt impropi donat per la direccioé del pendent
de la recta, per tant, a cada pendent li podem associar un punt de l'infinit. De
forma semblant, dos plans paral-lels es tallen en una recta de l'infinit, és a dir,
una recta impropia. Per tant, podem dir que dues rectes d’un mateix pla, és a
dir, coplanaries, tenen sempre un punt en comu, que pot ser propi o impropi,
aixi com dos plans de I'espai tenen sempre una recta en comu, que pot ser
propia o impropia.

L’aportaciéo de Desargues es pot resumir en que els raigs visuals paral-lels es
troben a l'infinit.

Aixi doncs, la geometria projectiva va fer possible desenvolupar geometries no

euclidianes i, a la vegada, estudiar-les seguint models euclidians.

La geometria analitica.

L’obra de Descartes i de Fermat, impulsors de la geometria analitica, va ser un
detonant de 'anomenada Edat Moderna de la geometria, en introduir els eixos
de coordenades, gracies als quals els punts d’'una forma geomeétrica poden
passar a tenir una expressié numerica i consequentment una d’algebraica. Els

problemes geomeétrics quedaven reduits a problemes algebraics.

De la geometria diferencial a la geometria hiperbolica.

Gauss va determinar les bases de la geometria que estudia les variables
diferencials, creant la geometria diferencial. Va estudiar les corbes i les
superficies en el pla i va aconseguir establir les bases de la curvatura en una
superficie. Va observar que com més gran fos el radi menys curvatura hi
hauria, per tant, va concloure que la linia més curta entre dos punts era aquella
que tingués menor curvatura i, en el pla euclidia, que té curvatura nul-la, la linia
meés curta entre dos punts és la recta.

Perd va imaginar altres superficies amb curvatura no nul-la, i va demostrar que
un resultat innegable en el pla euclidia (“la suma els angles d’un triangle és de
180°”") no es complia sobre altres superficies.

Amb aquestes conclusions, Gauss contradeia el cinqué postulat d’Euclides
sense que els altres quatre postulats es trobessin afectats. Va ser el primer en

considerar que la geometria de l'univers no fos euclidiana, ja que malgrat
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'eliminacid del 5é& postulat podien existir altres
geometries perfectament logiques. Tot i aixi, mai va

publicar els seus apunts.

Temps després, dos matematics del nord d’Europa,
si que es van atrevir a publicar-ho. Nikolai P

Lobachevski i Janos Bolyai van arribar e

independentment a les mateixes conclusions que L »
ll-lustraci6 2: Versié del

Gauss, i el resultat va ser un tractat que substituia cinque postulat en Ia
el cinqué postulat d’Euclides per un altre que diu: 8eometria hiperbolica.

“‘Per un punt exterior a una recta passen com a minim dues paral-leles”.
Aquests matematics van considerar que el postulat de les paral-leles havia de
ser demostrat ldgicament i independentment dels altres quatre®. L'Us d’aquest
nou postulat va portar a un nou sistema de teoremes i corol-laris d’'un sistema

que es va conéixer com geometria hiperbolica®.

La geometria el liptica.

Al segle XIX un deixeble de Gauss anomenat Bernhard Riemann va fer una
conferéncia per poder optar a una vacant de professor d’universitat. En aquesta
conferéncia va enunciar amb émfasis els seus resultats sobre les varietats de
qualsevol dimensi6 en qualsevol tipus . -
d’espai. Va introduir el concepte de varietat | < \\
diferenciable, on varietat faria referéncia a les \
diferents coordenades que varien per tenir els e *\\ /\\\))
punts de [l'objecte, mentre que [I'adjectiu / \ ! /
diferenciable indica que no té rugositats. Tot |
seguit, va definir el concepte de tensor de
curvatura seccional, utilitzant les
geodesiques. Segons Riemann la curvatura Mustraclé 3: Es pot observar que com
d’una corba en un punt es mesura tragant Ila menor és el radi de la circumferéncia
tangent, major és la curvatura.

circumferéncia tangent i calculant la inversa

del radi. Finalment, a la conferencia Riemann es va plantejar que qualsevol

> El conjunt d’aquests quatre postulats formen la geometria absoluta. Es diu que sén absoluts perquée
son certs tant en la geometria euclidiana com en la geometria no euclidiana.

®Enla geometria hiperbolica no es compleix el cinqué postulat, el postulat de les paral-leles resulta fals,
només es compleixen els altres quatre.
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tipus d’espai pot ser estudiat com una variable diferenciable, i que al introduir
una distancia o metrica es determinen les geodesiques i la geometria que
governa l'objecte. Es a dir, un pla no és per si mateix euclidia o no euclidia, sin6
que al introduir la metrica euclidiana és quan es verifica el cinqué postulat i per
tant quan es determina si ho és o no.
Riemann va examinar de nou els postulats de la
geometria euclidiana. Va analitzar el segon postulat
que deia textualment “el segment d'una recta pot
allargar-se indefinidament” i va observar que s’havia
de distingir de “tota recta es infinita”, aixi que va i
concloure que el segon postulat el conduia a O
abandonar el cinque, que va substituir per “tot parell
de rectes es tallen”. Aquestes observacions van (b)

ll-lustracié6 4: Versiéo del

. roas 7 .. z
portar a la geometria el-liptica’. Aixi doncs, només cinqué  postulat a Ia

els quatre primers postulats de la geometria geometria el-liptica.

euclidiana van satisfer la geometria el-liptica.

La geometria fractal.

Les teories d’Euclides tenien moltes limitacions a I’hora d’explicar I'Univers, la
naturalesa no té figures tan perfectes com les d’Euclides. | per aixd, va
apareéixer la necessitat d'una geometria per descriure i interpretar la naturalesa.
A finals de la década dels anys 60, el matematic Benoit Mandelbrot va
reprendre unes investigacions anteriors sobre les estructures complexes.
Anteriorment, aquesta estructura complexa que ell va anomenar fractal, ja
havia estat vista per altres cientifics. EI 1906 el fisic francés Jean Baptiste
Perrin les va observar mentre analitzava el moviment d’'una gota atrapada en
una roca ignia; seguia un moviment completament irregular. La trajectoria de la
particula va ser un dels primers fenomens en els quals es va poder veure una
auto semblanca a diferents escales.

Mandelbrot, d’origen jueu polonés, va emigrar a Franga als 12 anys, on vivia
amb el seu oncle, que havia estat un dels fundadors del grup Bourbaki, un

col-lectiu de matematics que rebutjava la utilitzaci6 de la geometria en les

7 . s . . e .
La geometria el-liptica és la més encertada per a la métrica de I'Univers.
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demostracions, ja que la vista podia enganyar la rad. L'any 1945 va rebre del
seu oncle un escrit del matematic Gaston Julia, titulat “Memoria sobre la
iteracié de les fraccions racionals”, amb la recomanacié de qué deixés les
explicacions geometriques de banda. No va ser fins 'any 1970 quan, amb I'ajut
de computadores posades a la seva disposici6 per IBM®, va crear les
il-lustracions d’'un assaig, que va sorprendre la comunitat cientifica amb el detall
d’'un grafic inédit, 'anomenat des de llavors “conjunt de Mandelbrot”. Ell i els
seus predecessors van posar en marxa una nova forma de relacionar les
matematiques i la naturalesa: la geometria fractal. Segons Michael Barnsley és
un nou llenguatge, semblant a les llengues orientals, on els elements segueixen
regles de calcul o algorismes que tenen sentit propi i que poden considerar-se
unitats significatives de la geometria fractal®.

Podem dir que la geometria fractal es pot utilitzar per dissenyar estructures molt
complexes i un fractal el podem definir com a un producte final d’'una iteracio
infinita d’'un procés geométric elemental ben definit.

El missatge de Mandelbrot €s que moltes estructures naturals com navols, rius
0 muntanyes, que aparenten una complexitat extraordinaria en realitat
presenten una mateixa regularitat geométrica: la seva invariancia d’escala.
L’any 1975 va publicar el seu primer escrit, Els objectes fractals: forma, atzar i
dimensi6, en el qual apareix per primer cop la paraula “fractal”® (del llati
fractus, trencat), que utilitzava tant com a nom com a adjectiu. L’any 1982 va
ampliar aquestes idees en un nou llibre La geometria fractal de la natura, amb
unes imatges espectaculars creades amb la tecnologia informatica. On mostra
com els fractals son un model per a les formes de muntanyes, les linies de les
costes i dels rius, per a I'estructura de plantes, el sistema arterial, les formes de
les galaxies o el moviment Brownia. També s6n un model util per descriure
fenomens com la variaci6 dels preus a les borses.

Definitivament, Mandelbrot no va inventar els fractals, hi eren des de sempre

esperant que algu els trobés.

® IBM és I'acronim de International Business Machines. Es una empresa d’informatica estatunidenca i
que es dedica a diferents vessants de la informatica, com maquinari, programari, sistemes operatius o
serveis diversos.

? Aguest pensament queda reflectit al seu llibre Fractals en tots llocs. Michael Barnsley va ser professor
de la Universitat Nacional d’Australia i investigador de reconegut prestigi en la materia de fractals.

19 Mandelbrot utilitzava fractal en femeni, venint a dir “la fractal”.
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2. ELS PRECURSORS DE LA GEOMETRIA FRACTAL

El fractal d’Apol-loni.

Ja sobre I'any 300 aC, Apol-loni de Perge, deixeble d’Arquimedes, conegut pels
seus treballs sobre les seccions coniques, les corbes planes i la quadratura de
les arees, va plantejar el problema de la construccié d’un cercle tangent a tres
cercles donats, que va portar a la creacio d’un triangle curvilini farcit de cercles
en el qual a cada reiteracié s’omple I'espai restant. Aquest plantejament va fer
apareixer un problema, -I'espai restant podia quedar reduit al no-res?- que va

intrigar a molts dels gedmetres posteriors.

Formacié del fractal d’Apol-loni.

En la geometria plana euclidiana, consisteix |

en construir una circumferencia en el pla, 5
tangent i amb radi més petit, a tres P4
circumferencies ja donades. En iterar }5&4&\

aguest procés es va plantejar si aquests /{({ \i\

: , . DY
espai entre les circumferéncies, que cada 4 4‘}}» j \

; ; . , ) sﬁi})\b}_,& e Y {3
cop s6n més petits, s’arriben a emplenar e <,

amb cercles de radis cada cop més petits.

El pentagon de Durer.
Gairebé 2000 anys despreés, al voltant de I'any 1500, un dels artistes més
importants del Renaixement alemany, Albrecht Direr, va inventar un altre

objecte fractal, que eixia d’un pentagon.
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Formacio del pentagon de Durer.

Es genera a partir d’'un pentagon regular dins del qual se’'n generen 6, cinc en
cada vertex de l'original i un en el mig. A consequéncia d’aquesta disposicid, es
formen 5 triangles isosceles que s’eliminen. | aixi es podria anar iterant en cada

pentagon resultant.

El conjunt de Cantor.
Anys més tard, a finals del segle XIX, Georg Cantor'’, matematic i filosof
alemany, va crear el conjunt de Cantor i també la pols de Cantor: resultat del

conjunt de Cantor en dues dimensions.

Formacio del conjunt de Cantor.

Es divideix un segment en tres parts

iguals i esborrem el segment del mig.

Seguidament, dividim els dos segment

resultats en tres segments i eliminem

—— — e — el del mig. | aixi indefinidament.

Formacio de la pols de Cantor.
Es divideix un quadrat en nou quadrats iguals, seguidament esborrem els

qguadrats del mig de cada costat i el central. | anem repetint el procés.

' Cantor, fou el fundador de la teoria de conjunts moderna. Va establir la importancia del concepte de
la funcid bijectiva entre els conjunts, va definir els conceptes de conjunt infinit i de conjunt ben ordenat i
va demostrar que el conjunt de nombres reals és més gran que el conjunt dels nombres naturals, tot i
ser infinits ambdds.
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La corba de Peano.
Gairebé a la mateixa época, Peano® va crear un altre fractal: la corba de
Peano. Consistia en una corba continua que passa per tots els punts del

quadrat unitat, era el primer exemple d’una corba que omple un espai.

La formaci6 de la corba de Peano.

N

A partir d’'un quadrat es fa la diagonal, i des d’aquesta realitzem el parametre
establert en la primera imatge; la diagonal es divideix en tres parts i es dibuixen
dos nous quadrats sobre la part central. Llavors, ho realitzem continuament

amb cada segment originari del procés anterior.

La corba de Koch.
L’any 1904 Helge Von Koch, a partir de l'algoritme utilitzat per Cantor va
construir: el Floc de neu, utilitzant el que se’n diria la corba de Koch. Aquesta

figura geometrica té una superficie finita pero un perimetre infinit.

2 Giuseppe Peano (1858 — 1932) va ser un matematic i fildsof italia, conegut per les seves contribucions
a la teoria dels conjunts.
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Formacio del corba de Koch.
Aquest fractal es genera a partir d'un segment dividit en tres parts. La part
central s’elimina perd fa de base d’un triangle equilater. Tot seguit es torna a

repetir el procés anterior amb cada un dels segments resultats.®

El perimetre és infinit i la seva superficie és finita, es pot comprovar al veure
gue el Floc de neu, per moltes iteracions que fem sempre es manté dintre d’'una
circumferencia. Per tant, té una superficie finita a una circumferencia de radi

finit. En canvi el seu perimetre és infinit, comprovable al veure que la funcié del

. , AN .. . . e .
perimetre és: P (n) = (5) i al créixer indefinidament el nombre d’iteracions, n,

. 4\"
se’n dedueix que lim,,_, (E) = +o0,

ll-lustracié 5: Demostracio de la superficie finita.

n=0,Pn=0)=1
n=1, Pn=1) =

4
a3

16

n=2, P{n=2}=?

64
2

=3 P(n=3)=2=

ll-lustracié 6: Demostracio del perimetre infinit.

13 . . .
Aquest procés el podem veure a la il-lustracio 6.
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Fractals de Sierpinski.
Uns anys més tard, al 1915 Sierpinski'* va crear formes fractals de dues o tres

dimensions com: la catifa o I'esponja.

Formaci6 de la catifa de Sierpinski.

A partir d'un quadrat el qual es divideix en nou quadrats iguals s’elimina

I'interior, i aixi iterativament.

Formacié de I’esponja de Menger.

El procediment és el mateix que per la catifa
de Sierpinski, l'unica diferencia és que
s’aplica a un cub i té una dimensié entre el 2 i
el 3, una figura tridimensional. Primerament,
s’agafa el cub i es divideix cada cara en 9
quadrats fent que el cub sencer es divideixi
en 27 cubs. Seguidament eliminem cada cub

central de cada cara i aixi amb el cub restant

indefinidament.

El conjunt de Julia.

El matematic francés Gaston Julia, va ser el descobridor dels objectes fractals
de polinomis complexes. Julia va considerar una funcioé del tipus f(z) = z* + c.
On c és un nombre complex i fix, (per cada valor de c s’obtenen diferent formes
del conjunt). | on z &s un nombre complex. | a partir d’'un valor inicial de z es pot

construir tot un seguit de punt definits per z,, verificant que z,,, = z,% + c.

" Waclaw Franciszek Sierpinski (1882-1969) va ser un matematic polonés. Va ser un matematic conegut
per les seves excepcionals aportacions a la teoria de conjunts (I'axioma d’eleccié i la hipotesi del
continu), teoria de nombres, teoria de funcions i topologia. Va publicar més de 700 articles i 50 llibres.
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Julia va trobar que per alguns valors inicials la successié convergeix, és a dir, el
punt limit es troba en una distancia finita. Parlem llavors del Conjunt de Julia
ple. Per altra banda en el conjunt estudiat per Julia I'any 1918 els valors inicials
creaven una successio divergent, en la qual cada punt s’anava allunyant cada
cop més del punt inicial fins a I'infinit.

Els estudis de Julia van ser
presentats l'any 1925 en un
seminari a Berlin creant intriga i
incertesa entre els assistents, que
veien per primer cop aquest
estrany objecte fractal. A partir
d’aquell seminari Brauer, Hopf i
Reidmeister van escriure un
assaig sobre aquest tema. Van
dissenyar la primera representacio

grafica del Conjunt de Julia, amb
'abséncia dels ordinadors, van Il-lustracié 7: Conjunt de Julia.

pintar de color negre els punts de

partida, evitant la divergencia, i cada iteracié d’un color, donant forma a una

aureola extraordinaria.

El conjunt de Mandelbrot.

Sobre els anys 70 va néixer el Conjunt
de Mandelbrot. Es un conjunt molt
semblat al de Julia determinat per la
funcié f(z) = z2+ ¢, on ¢ és qualsevol
nombre complex que s’estudia i z és el
valor que s’itera tenint en compte que
Zinicial €S 0. Llavors es forma una
successio recursiva.

Si aquesta successio queda acotada, c

ll-lustracié 8: Conjunt de Mandelbrot.

formara part del conjunt de Mandelbrot.

Pero si pel contrari divergeix en quedara exclosa.
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Gracies a la informatica, que va facilitar-ne el calcul, es va desenvolupar la
teoria sobre la ciéncia dels fractals. Aquest fet permetra crear a partir de
funcions objectes complexos o de la natura com paisatges o navols, i descriure

fenomens de fluctuacio variats.

3. ELS FRACTALS | LES SEVES PROPIETATS

3.1. DEFINICIO DE FRACTALS

Els fractals en ser objectes tan peculiars se’ls ha descrit de diferents maneres.
A aquests estranys conceptes sense definicio durant segles, I'any 1970
Mandelbrot els va posar el nom de fractals, paraula que prové del llati “fractus”
amb la intencié de definir-los com a quelcom trencat.

Poc temps després, el matematic nord-america Sullivan va descriure els
fractals com un conjunt quasi autosimilar que fa Us del concepte de quasi
autosimilitud.

L’any 2003, un altre matematic, amb el nom de Kenner Falconer va definir les
formes fractals com les que tenen una geometria massa irregular per
considerar-la euclidiana. També els hi atribueix que en qualsevol escala
d’'observacié té detall, per tant, la geometria tendeix a linfinit i no es pot
mesurar. Kenner també els caracteritzava per la dimensido de Hausdorff-
Besicovitch™ que és major a la dimensié topologica'®, és a dir, major a la que
seria esperada en la geometria euclidiana. Posseeixen una autosimilaritat, ja
sigui exacte, quasi similar o estadistica causada pel métode recursiu, és a dir,

una regla que es repeteix successivament aplicada al resultat anterior.

La natura d’aparenca confusa i complexa, s’ha pogut determinar per unes
regles de construccié. Els fractals naturals, com a elements de la natura, poden
ser descrits amb geometria fractal. Tot i aixi, no son exactament fractals, pero
se’ls pot representar aproximadament com a un d'ells ja que per exemple

l'infinit en el mén natural queda limitat. Com deia Mandelbrot, “Els navols no

15 . . N . .y
Posteriorment s’explicara a 'apartat 3.2.3 Dimensio no entera.

16 . . N . .y
Posteriorment s’explicara a 'apartat 3.2.3 Dimensio no entera.
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son esferes, les muntanyes no son cons, les costes no son cercles, i la escorca
no és uniforme, ni un llamps viatja en linia recta”. Seguidament podem veure

una seérie de fotografies d’estructures fractals a la natura.

.. ll-lustracié 10: Estructura Il-lustraci6 11: Navols.
ll-lustracié 9:

aranya dels cimuls de les

Falgueres.

galaxies.

ll-lustracié 12: Vista ll-lustracié 13: Litoral de ll-lustracid 14: Zona
aeria de la"Isla de Tarragona, Catalunya. muntanyosa d'Australia.
Trocadero", Cadis

(Espanya).

Il-lustracié 15: Llamp. ll-lustracié 16: Estructura de l'espai.
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ll-lus ll-lustracié 18: Vista aéria de Toulouse,
Franca.

ll-lustracid 20: Closca d'un cargol.

Il-lustracié 21: Virus
VIH. ll-lustracié 22: Estructura pulmonar.
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3.2. PROPIETATS

Aquests objectes tenen una série de factors caracteristics, indispensables tots
ells per a la seva concepcid. Son geometricament irregulars, tenen
autosimilitud, la seva dimensio és no entera i es defineixen per un algoritme

recursiu.

3.2.1. Rugositat.
SOn objectes geometrics irregulars,
perqué no se’ls pot representar amb
la geometria tradicional a causa de
la seva complexitat. Mandelbrot en
una entrevista expressa el seu

interes en dir que aquest objectes no

sén regulars, i els defineix com a:

I’UQOSOSl7. Il-lustracié 23: Superficie de la coliflor
romanesca.

3.2.2. Autosimilitud.
Se’ls considera objectes que posseeixen una autosimilitud. Aixo significa
una invariancia o una petita deformacio en el canvi d’escala, per tant,
I'estructura del tot es repeteix infinites vegades en escales més petites.
Per aconseguir aquesta autosimilitud les figures es repeteixen elles
mateixes, a partir d’'un algoritme recursiu definit. Alguns d’aquests
processos iteratius es basen en transformacions contractives com

’'homotécia, el gir o la translacio.

Hi ha diferents tipus de fractals segons el grau d’autosimilitud:

Y Mandelbrot solia utilitzar molt la paraula rugositat per definir els fractals, segons ell el contrari de
regularitat era rugositat. Aclariment que va esmentar en I'esdeveniment anual anomenat TED
(Tecnologia, Entreteniment i Disseny) on va fer una xerrada sobre “Els fractals i I’art de la rugositat”
I’any 2010.

'8 posteriorment s’explicara a I’Annex A.
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o Autosimilitud: En aquest cas el fractal és idéntic en diferents

escales. Sovint es troben definits per sistemes de funcions

iterades (IFS).

R
o

A

b
LA S

\. P

Quasi autosimilitud: En

> BR) &b

cas, el fractal és

aproximadament idéntic a diferents escales, presenta lleugeres

distorsions d’ell mateix. Normalment sén els que estan definits per

relacions de recurréncia.

Autosimilitud estadistica: Es
el tipus més debil
d’autosimilitud. Exigeix que el
fractal tingui les mateixes
mesures numeriques o
estadistiques en el canvi
d’escala. Els fractals aleatoris

en soén un exemple.
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3.2.3. Dimensio no entera.
Normalment, en el nostre dia a dia, el nostre concepte de dimensio és un

nombre enter, 'anomenada dimensié topologica. Seguidament podem

veure els exemples més basics.

Dimensi6 0 Dimensi6 1 Dimensi6 2 Dimensi6 3

Els fractals, al ser objectes complexes sobrepassen els nivells d’una
dimensio fisica i passen a tenir una dimensio fraccionaria, és a dir, no
entera que majoritariament es trobara entre 1 i 2 si es troba en un pla, o
bé, entre 2 i 3 si es troba a I'espai. Aquest nimero fa referéncia al grau

de rugositat d’'un fractal, a la densitat amb la qual ocupa I'espai ambient.

Originariament se 'anomenava dimensio de Hausdorff-Besicovitch, nom

dels que van ser els seus descobridors. Aquesta dimensié ens déna una
idea de com l'estructura fractal ocupa I'espai que la conté. Consisteix en
definir el volum de d-dimensio d’'una figura com un d no enter, on d pugui
canviar d’infinit a zero. Aquesta dimensié és més gran que la dimensié

topologica i no es sol utilitzar per comparar conjunts del moén natural.

Equacio 1: La dimensié de Hausdorff-Besicovitch proporciona

0 < Du(A) < De(A)

un nimero Dy(A) invariable a les simetries, que té la segiient
relacié amb la dimensio6 fractal D (A).

En lactualitat, una bona aproximacié és la dimensié box-counting o
també anomenada de Minkowski, que defineix com el nimero de boles o
de caixes necessaries per recobrir tota l'estructura. Amb aquesta
dimensié si que es poden comparar objectes del mén real amb fractals

generats per algoritmes matematics.

Equacio 2: Calcul de dimensié fractal en el cas d'utilitzar boles

N In *'ﬁ‘r(f:'_ per mesurar-la. On el minim nimero N(€) de boles de radi €
M el In{ 1/€)  so6n necessaries per recobrir el conjunt.
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Equacié 3: Calcul de dimensié fractal en el cas d'utilitzar

In N,

= lim caixes per mesurar-la. On el nimero de caixes N, de una
n—oo [n(27)

D
quadricula d’amplada 1 / 2" intersecten al conjunt.

Per calcular amb la dimensié box-counting, es poden utilitzar diferents
programes o aplicatius que es troben a la xarxa. Jo he utilitzat “Java

Applet to Compute Fractal Dimensions”®

, que utilitza l'algoritme de
Monte Carlo. Per dur a terme l'exemple he utilitzat el mapa de

Catalunya, per trobar la dimensio fractal del seu perimetre.

Seguidament, posem I'Ultima imatge en el programa i deixem que en faci
el procés marcant totes aquelles caixes que formen part dels limits de
Catalunya, sent cada cop més petites les caixes. Després d’un seguit
d’iteracions de les caixes trobem que Catalunya té una dimensié de
1,18.

Open  Fractal Dimension =

Open |18 boxes — Computing.. .

% Applet tret del link: http://www.stevec.org/fracdim/



http://www.stevec.org/fracdim/
http://www.stevec.org/fracdim/
http://www.stevec.org/fracdim/
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Open |41 boxes - Computing ... Open |93 boxes - Computing . ..

Open  [Fractal Dimension = 1.18

En el cas de calcular la dimensio6 de fractals autosemblants que tenen el
mateix valor de contraccio utilitzem la seguent formula:

log(# peces)

dimg =

09 (factor de 1contraccié)

Per exemple, podem calcular la dimensié de la catifa de Sierpinski de la
forma segulent. Partint de la férmula deduida a partir d’exemples més
senzills on s’ha observat que:

1
# peces = ( )
P factor de contracci6

dims

només hem d’observar que hi ha 8 peces iguals (8 quadrats iguals) i que

el factor de contracci6 a partir de la unitat és 1/3 (0,3 aprox.).

log(8)

tog (55)

dimg = =1,7271...

Aixi doncs, la catifa de Sierpinski té una dimensio aproximada d’ 1,72.

En el cas dels fractals produits per un IFS si té el mateix factor

contraccio es pot calcular amb la segtient formula:

log(n? d'afinitats)

dimg =

1
oe J
g factor de contracci6
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El triangle de Sierpinski compleix aquests

requisits i té una dimensio d’ 1,58 aprox.

log 3

g 53)

= 1,5846 ...

Finalment si les afinitats®® tenen diferent escalament o factors de
contraccio podem utilitzar la formula de Moran:

rd+rd+rd 4+ +ni=1

: E afinitats | R s 0 @ e f
vh B

o 1 0,5 0,5 0 0 0 0
b Eit.

3 2 025 | 025 | 0O 0 0,5 0
o | 3 05 | 05 | 0 0 o | 05
3 k

w b E:L v b

Aquest fractal s’ha realitzat amb un programa d’IFS amb els factors de la
taula estipulats. Per tant:

0,5¢ +0,25¢ +0,5¢ =1
d

2 () + () =
(@) @) -
[+ (6] -
L@ -

Amb aquestes dos ultimes equacions obtenim:

2x +x% =1
X2 4+2x—1=0

20 . . N
Posteriorment s’explicara a I'Annex A.
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-2 +./22-4-1-(-1)
X =
2
Com que els factors de contraccié son positius, només agafem la solucio

positiva.

_—2+V22+4
=

(259
o)
d=1,2715..

Per tant, la dimensié d’aquesta figura és 1,27 aproximadament.

X

d=

3.3 TIPUS DE FRACTALS

Hi ha diferents categories de fractals:

Sistema iterat de funcions (IFS):

So6n aquells definits per un punt fix geometric,
és a dir, que a partir de qualsevol generador
sempre hi haura un mateix atractor pels

factors estipulats. Com per exemple, el

conjunt de Cantor, el triangle de Sierpinski o
ll-lustracié 24: Fractal anomenat la corba de

la corba del drac entre altres.
Lévy, format per IFS.

Fractals recurrents:

So6n aquells fractals definits per una relacié de recurrencia, és a dir, d’'una

variacié en l'escala en cada punt de l'espai, tant en I'espai real com en el

complex. Un exemple en soén els fractals de Mandelbrot o el conjunt de Julia.

ll-lustracié 25: Conjunt de Madelbrot. ll-lustracié 26: Conjunt de Julia.
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Fractals oscil-lants:

So6n aquells que deriven del metode de
Julia o Mandelbrot, ja que de forma
alternativa s’iteren 2 o més funcions
diferents fins arribar a la convergencia

d’algun valor o la divergencia a l'infinit.

En aquests fractals cada pixel es v
coloreja segons el nombre d’iteracions II-Iusracié 27: Conjunt de Manelbrot.
necessaries per “escapar’. Els punts que

no han “escapat” després d’'un gran nombre d’iteracions es solen pintar d’'un

color especial, normalment negre.

Fractals aleatoris:

Son aquells que es generen per processos
estocastics, és a dir, per la teoria del caos.
Aquest tipus de fractals, tenen una gran
aplicacié practica ja que sOn els meés

adients per descriure diversos objectes

|rregulars del mon real. ll-lustracié 28: Fractal aleatori que descriu
el relleu d'una muntanya.

3.4 APLICACIONS

Els fractals s6bn una branca de les matematiques que encara s’esta
desenvolupant, ja que és bastant nova. Tot i aixi, tenen diferents aplicacions en
diferents ambits de qualsevol mena de tema.

Les formes fractals, com hem dit abans, s’assemblen bastant a formes naturals
de materia biologica. Per aix0, els podem utilitzar en el camp de la biologia i

medicina.
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En el camp de la biologia poden
modelitzar les simetries de la
informacié genética, els espirals de
les formes de creixement i
desenvolupament, i també, de
divergencies en les formes

biologiques que poden ocasionar

formes complexes, per exemple '
amb les fulles o branques d’un arbre. Il-lustracié 29: Representacié grafica d'arbres.
S'utilitza també en la simulacié de la

vegetacié amb fractals i en I'enzimologia.

En el camp de la medicina podem utilitzar-los en ambits molt diversos: la
identificacio de retina, el calcul de la dimensio fractal del cervell, de I'estructura
ossia o també de tumors i aixi fer-ne el diagnosi. S’utilitzen en els TACS i per
preveure el risc de fractura. També s’utilitzen en l'observacié de les cicatrius

per tal de escollir el tractament més adequat.

A l'iltima década del segle XX, Barnsley i Jacquin van utilitzar fractals per la
compressio d’'imatges, en format de la imatge fractal FIF, basant-se en el
teorema del Collage®* i van trobar transformacions lineals que al aplicar-les
reiteradament fa que obtinguem la imatge processada pero reduint-ne I'espai
que ocupa. Perd a dia d’avui encara és una practica poc aconsellable a causa
de la dificultat de trobar les transformacions que defineixen la imatge. Aquest
procés s'utilitza en les companyies cinematografiques, en pel-licules com
StarWars o Shrek. També, trobem fractals en els salva-pantalles dels nostres

ordinadors.

També es poden utilitzar per veure sistemes
dinamics en que la forma evoluciona a un
sistema més complex, per exemple amb la

teoria del caos. Aquesta evolucié consisteix en

cicles on a partir duna realitat simple

s'aconsegueix una de complexa, que a la Iilustracié 30: Atractor de Lorenz, un
exemple de sistema dinamic.

21 . . N
Posteriorment s’explicara a I’Annex B.
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vegada els cicles formen part d’'un altre i aixi consequentment.

Els fractals també van ser utilitzats en la
fisica, es van utilitzar en el model de
turbulencies. Aquest, descrivia com el
clima podia estar bé en un determinat
moment i cada tant registrar un fenomen

de vents i ocasionalment tornados

Il-lustraci6 31: Fendmens climatics. extremadament forts o destructius.

Cal destacar-ne alhora I'aplicacio en les arts plastiques i en la musica. Un dels
processos per realitzar art amb la utilitzacié de fractals es diu decalcomania,
consisteix en aplicar-hi gouache, una aquarel-la opaca, diluit en un paper blanc,
a continuacio s’ajunten fent-hi una pressié desigual per difondre el gouache. El
resultat és impredictible. Un artista que va treballar molt aquesta técnica va ser
'alemany Max Ernst que va ser un experimentador infatigable de técniques,

estils i materials.

- S ‘3.--"&‘ A A & S .
ll-lustracié 32: Europe after the Rain Il, Max ll-lustracié 33: La gran onada, Hokusai. (1829—-

Ernst. USA (1940-1942) 1832)
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Il-lustracié 34: El bosque encantado, Javier Barrallo. ll-lustracié 35: Sangre Alienigena, Earl Hinrichs.

Pel que fa als fractals a la musica, podem trobar composicions de Bach, de
Beethoven o de Mozart, que poden ser reduides i tenir, fins i tot aixi, la mateixa
essencia que li va donar el compositor. Per exemple una d’aquestes
composicions pot ser la Primera Escossaien o el Scherzo_de Beethoven.
També hi ha compositors moderns com Phil Thompson, Gary Lee Nelson, Tac

Leung entre altres.

En l'arquitectura també podem veure elements d’estructura fractal. Un exemple
ben proper, n’és la Sagrada Familia de Antoni Gaudi a Barcelona. Gaudi li deia

a aquest estil organica.

ll-lustracié 36: Model de Mandelbrot creat en 3D ll-lustracié 37: Fagana de la Sagrada Familia a
amb tecniques informatiques. Barcelona.
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En el camp de la tecnologia s'utilitza de moltes

E:
maneres diferents. Per exemple en les antenes %;ﬁ
se les ha fet de forma fractal per tal de H;ﬂ

disminuir espai, cost i augmentar I'eficiencia i
rendiment. Algunes empreses com Fracton i

Fractal Antenna Systems, han comencat a

T

. . . ll-lustracié 38: Represent;cié
llancar aquesta nova tecnologia a la industria, al

esquematica d'una antena Fractal
comer¢ i negocis, a lautomocio, a les

comunicacions, etc. En trobem alhora en rellotges de sol digitals. En la
generacid de textures o terrenys aleatoris, en la simulacid de creixement de
plantes. També s’utilitzen I'estudi de terratremols, la fractografia i la mecanica
de la fractura. Anteriorment, en les ampolles de begudes gasoses utilitzaven

additius fractals, per tal de fer-les més resistents a I'alta pressié que suportava.

També podem trobar la superficie fractal en
les parets antisonores de les carretes, tot i
aixi només és una aproximacio ja que els
humans no podem crear la superficie fins
l'infinit. Aixi doncs, quan els sons toquen la

paret queden perduts en ella i només en

ll-lustracié 39: Parets antisonores de la

carretera. carreteres i autopistes.

retornen el 15%, reduit aixi els sons de les

Els fractals fins i tot se’ls ha relacionat amb les Ciéncies Socials, s’ha
aconseguit fer-ne una extrapolacié encara que és utdpica. S’ha vist una relacio
amb la teoria del caos anomenada: sensibilitat extrema, on una variacio petita
dels estats inicials d’un procés poden produir canvis drastics després d’un
temps de l'inici?®. Aixd per exemple fa pensar, en que un pais tingui problemes
economics podria que al cap d’'un temps en tingués tots els altres paisos del

7

mon.

22 . . .
Aquest concepte també es conegut com I'efecte papallona, que diu: “el moviment de les ales d’'una
papallona poden provocar un tsunami a I'altre costat del mén”.
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També Karl Marx, estudiant
'estructura capitalista mundial
concretament la propietat
privada, va treure’n la conclusio
que derivaria a un monopoli,
perdo no va poder determinar el

futur exacte.

T T T T

ll-lustracié 40: Grafic de la Borsa.

Mandelbrot, al voltant dels anys 60, va observar caracteristiques fractals en la

Borsa on els periodes de pujades i de baixades del mercat estaven formats

també per fases de pujades i baixades, comparant-les en diferents periodes de

temps. També destacaven les accions de vendes i de compres tan irregulars.

Tot i aixi, als anys 30 ja Ralph Elliot va comparar les pujades i baixades de la

marea amb les de la Borsa.

En I'ambit de les ciencies socials, els fractals homés son aproximacions de

fendomens, ja que aquestes ciencies no segueixen lleis precises ni concretes.



PART PRACTICA



Els fractals

4. TALLER SOBRE IFS DE LA UB

SISTEMES ITERATIUS DE FUNCIONS: UN PROGRAMARI

L’objectiu d’aquest exercici és crear fractals mitjangant Sistemes lIteratius de
Funcions (IFS). Consisteixen en moviments del pla com: translacions, girs,
simetries i homotécies que s’apliquen a partir d’'unes afinitats, r, s, 6, @, ei f en
una figura inicial: generador o iniciador, per arribar a una figura final: atractor.
Per fer-ho utilitzarem els aplicatius d’un curs sobre fractals de la Universitat de
Yale, que trobem en el seguent link:

http://classes.yale.edu/fractals/software/software.html, en el qual hi ha diferents

softwares. On realitzarem exercicis amb els aplicatius relacionats amb els

fractals corresponents.

ACTIVITAT 1. ATRACTORS FRACTALS DE SISTEMES ITERATIUS DE
FUNCIONS

Utilitzarem el software Deterministic IFS, que hi ha al menu principal.
» El triangle de Sierpinski

Dibuixem un iniciador qualsevol amb la taula d’afinitats que correspondra al

triangle de Sierpinski. La taula d’afinitats per formar-lo és la seguent:

[ Affine Transforms
Transform #| r | 5 | theta | phi | = | ]
1 05 05 ] ] 0 0
2 05 0.5 ] ] 05 ]
3 05 0.5 0 ] ] 05
4
5
]
Fi

], Cancel

Executem la taula i després d’unes iteracions obtenim les seguents figures:


http://classes.yale.edu/fractals/software/software.html
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Comprovem que després de diverses iteracions, l'iniciador convergeix cap al

triangle de Sierpinski.

Apliqguem un altre cop la taula d’afinitats per construir el triangle de Sierpinski

amb un iniciador diferent, aplicant-hi solament una sola iteracio:

[ Affine Transforms
Transfarm # r | 5 | theta | phi g | f
1 05 05 0 0 ] 0
2 05 05 ] ] 05 0
3 05 05 ] ] ] 05
4
5
]
7

8], Cancel
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Input Drawing Output IFS, Gen 1

Podem veure com l'afinitat 1 correspon al subquadrat inferior de I'esquerra, el
qual es redueix a la meitat tant pel que fa al'eix xial'eixy (r=s=0.5), no es
produeix cap rotacio ni a les rectes verticals ni a les horitzontals (6 = ¢ = 0), i
per ultim no es produeix cap translacio en I'eix x ni I'eix y ja que es manté en el
mateix punt original (e = f = 0). L’afinitat 2 correspon al subquadrat inferior a la
dreta, el qual es redueix a la meitat tant pel que faal'eixxialeixy (r=s =
0.5), no es produeix cap rotacio ni a les rectes verticals ni a les horitzontals (6 =
¢ =0), i per ultim es produeix una translacio en I'eix x (e = 0.5) pero en l'eix y
es manteé igual (f = 0). Per ultim en I'afinitat 3 correspon al subquadrat superior
de I'esquerra, el qual es redueix a la meitat tant pel que fa a I'eix x i a l'eix y (r =
s = 0.5), no es produeix cap rotacio ni a les rectes verticals ni a les horitzontals
(6 =@ =0), i per ultim no es produeix cap desplacament en l'eix x (e = 0) pero

en l'eix y es desplacgara (f = 0.5).

Si afegim el subquadrat que falta a dalt a la dreta, I'afinitat 4 correspondra a
una translacié en l'eix x (e = 0.5) i en l'eix y es desplagara (f = 0.5), l'iniciador
es reduira a la meitat tant pel que fa a l'eix x i a 'eix y (r = s = 0.5) i no es

produira cap rotacio ni a les rectes verticals ni a les horitzontals (6 = ¢ = 0).
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(2] Affine Transforms
Transform # r 5 | theta | phi e | f
1 ns 05 ] 0 0 0
2 05 05 ] 0 05 0
3 05 05 ] 0 0 05
4 05 05 ] 0 05 05
5
]
7
a
Ok Cancel
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L’atractor és la figura final que obtenim després d’aplicar-li moltes iteracions. En
aquest cas al fer ocupar tots els punt del pla ens resultara un pla tot ocupat per
punts, tal i com podem veure en la seguent imatge:

Scenarios  Edit Help
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Input Drawing Output IFS, Gen 10
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Seguidament, aplicarem modificacions als factors de contraccié. Observem que
quan s’utilitzen els mateixos factors de contraccio s’obtenen triangles amb els
costats rectes. A diferéncia, si s'utilitzen diferents valors de contraccio
s’obtenen triangles amb els costats curvilinis. Aquests son els casos que m’ha

portat a aquestes conclusions:

1r cas: He escollit tots els valors de contraccié a 0.4

(= Affine Transforms
Transform # r | 5 | theta | phi g | f
1 04 0.4 0 0 0 0
2 04 0.4 0 0 05 0
3 04 0.4 0 0 0 0,5
4
5
B
{
OK Cancel
NERloEE [ 2] [=IEE
4
B |
4]

HEOEENMONEE]

Input Drawing Output IFS, Gen 1
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2n cas: He escollit tots els valors de contracci6é a 0.25

£ Affine Transforms
Transform # r 5 | theta | phi g | ]
1 0,25 0,25 ] ] ] 0
2 0,25 0,25 ] ] 05 0
3 0,25 0,25 ] ] ] 0,5
4
5
i]
Fi

OK Cancel
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3r cas: He escollit valors diferents en els valors de contraccio.
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Output IFS, Gen 4

B Affine Transforms
Transform # r | theta | phi g ]
1 02 0,3 0 0 0 0
2 05 0,3 0 0 05 0
3 0,25 0,5 0 0 0 05
4
5
G
{
OK Cancel
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» Un fill del triangle de Sierpinski
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A continuacio, construim una variacioé del triangle de Sierpinski fent que I'afinitat

gue es troba a baix a la dreta faci una rotacio rigida de 90°.

[ Affine Transforms
Transform # r 5 | theta | phi | E | j
1 05 05 0 o 0 0
2 05 05 ao an 1 0
3 05 05 0 o 0 05
4
5
]
i
Ok Cancel
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» La catifa de Sierpinski

A partir de qualsevol iniciador construim la catifa de Sierpinski. La taula

d’afinitats que l'originara és la seguent:
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E Affine Transforms
Transform # r | 5 | theta | phi = | j
1 0,333 0,333 ] ] ] ]
2 0,333 0,333 ] ] 0,333 ]
3 0,333 0,333 ] ] 0,667 ]
4 0,333 0,333 ] ] ] 0,333
5 0,333 0,333 ] ] 0,667 0,333
G 0,333 0,333 ] ] ] 0,667
7 0,333 0,333 ] ] 0,333 0,667
a 0,333 0,333 ] ] 0,667 0,667
4
10
11
12

] Cancel

Després de diverses iteracions correspon a la segtient figura fractal:
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| finalment el seu atractor és el seguent:
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Seguidament, variem els diferents valors de contraccio.

1r cas:
[ Affine Transforms
Transform # r 5 | theta | phi E | j
1 0.2 0.z 0 ] ] 0
2 0.3 0.3 0 ] 0,333 0
3 0.2 0.z 0 ] 0,667 0
4 0.2 0.z 0 ] ] 0,333
5 0.2 0.z 0 ] 0,667 0,333
fi 0.2 0.2 0 ] ] 0,667
7 0.3 0.3 0 ] 0,333 0,667
a 0.2 0.2 0 ] 0,667 0,667
g
10
11
12

] Cancel
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2n cas:
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5
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[==R Rt R RS R SR SRR
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> Els fractals “x” i “+”

Seguidament intentarem crear els segients fractals a partir de la taula

d’afinitats modificant-ne alguns valors.

Per realitzar-los necessitarem 5 contraccions d’1/3.

1r cas:
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RERINEER [AlE [H=ED]
e ] g 8 & 8 &
@ D@ 8 : ] v s ] ; 8 8 s 8 ¢ 8
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1O 5 8
i M :S:
] - 8,8 5,8
W R LI
8 & g 8 & 8 &
8 B 8 8
8 B8 8 8 8 8 8
g B
8
g 8
8 B8 8 8 8 & 8
8 8 8 [}
: B8 8 B & g B8 l
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g M
Ll e
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M
] Affine Transforms
Transform # r theta | phi g f
1 0,333 0,333 0 0 0 0
2 0,333 0,333 0 0 0,667 0
3 0,333 0,333 0 0 0,333 0,333
4 0,333 0,333 0 0 0 0 6&Y
5 0,333 0,333 ] 0 0,667 0 B&Y
6
7
a
]
Ok Cancel

2n cas:
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|2 Affine Transforms
Transform # r 5 theta | phi = | ]
1 0,333 0,333 ] ] 0,333 0,333
2 0,333 0,333 ] ] 0 0,333
3 0,333 0,333 0 0 0,333 ]
4 0,333 0,333 ] ] 0,667 0,333
5 0,333 0,333 0 ] 0,333 0,667
B
7
a
4

Ok Cancel

> Els fractals “H”
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Generem els fractals seguents:
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Affine Transforms
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[£| Affine Transforms “
Transform # r 5 theta phi e f
1 0,333 0,333 0 0 0 0
2 0,333 0,333 0 0 0,667 0
3 0,333 0,333 0 0 0 0,333
4 0,333 0,333 0 0 0,667 0,333
5 0,333 0,333 0 0 0 0,667
i 0,333 0,333 0 0 0,667 0,667
T 0,333 0333 a0 a0 0,667 0,333
a8
g
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Els dos fractals anteriors es poden crear amb 4 afinitats. Seguidament ho

realitzarem.
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1r cas:
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2n cas:
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» Lafalguera
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Amb l'aplicatiu formem una fulla de falguera. Seguidament, modificant els
coeficients rotacionals de la taula d’afinitats podem aconseguir I'efecte d’'una

falguera en moviment pel vent.

o ==
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EEEfo |
35

OutpulIES e Output IFS, Gen 14
| £ Affine Transforms || Affine Transforms
Transform #] v | s [ teta | pm e | 1 Transform # r s theta phi e | f
1 0 0,18 [i [i 0 0 1 0 0,16 0 0 0 0
2 0,85 0,85 -4 -4 0 1.6 2 088 085 -5 -5 0 16
3 03 0,34 49 49 0 1.6 3 03 0,34] 49/ 49 0 1,6
4 03 037 -50 -50 0 0.44) 4 032 0,37 -50 -50 0 0,44
o 5
8 6
U 7
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Output IFS, Gen 15

[E2) Affine Transforms
Transform #| r s theta phi ] |

1 0 0,16 0 0 [v) 0
2 0,85 0,85 -6 -6 [v) 1.6
3 03 0,34 49 49 [v) 1.6
4 03 037 -50 -50/ 0 0,44
5

6

7

Per engreixar el tronc de la falguera només cal augmentar la r de I'afinitat 1, per

exemple a 0.01

[JE2] [ifisi[=iTe]

HEOEEANONEE

Input Drawing
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QutputIFS, Gen 14

[E3)) Affine Transforms
Transform # r | s [ theta | pni e |

1 0,16, 0 0 0
2 0,85 0,85 -7 -7 0 1,6

3 0,3 0,34 49 49 0 1,6

4 0,3 0,37 -50! -50! 0 0,44]
5

5

7

o

PEIREE
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Qutput IFS, Gen 22
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ACTIVITAT 2. IFS DE CONDENSACIO

Utilitzarem el software Deterministic IFS, que hi ha al menu principal.

Crearem fractals IFS de condensacido i veurem cap a on convergeixen.

Comprovarem que en aquest cas I'atractor si que depén de l'iniciador.

Scenarios  Edit  Help

&jdle] [w=l=n A4 [dl=l=|0)

EECKREeE] [5]
HERE

Input Drawing Output IFS, Gen 13

Scenarios Edit Help
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Input Drawing Output IFS, Gen 4
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& Affine Transforms
Transform # r = theta phi e f

1 1 1 ] 0 0 ]

2 0,75 0,75 ] 0 0,25 ]
3

4

5

i

Ok Cancel

Seguidament, intentarem crear un fractal IFS de condensacio on el seu atractor

sigui més o0 menys el mateix que la seguent figura:

Scenarios  Edit Help

nERlaEE {2l [EIEE
5 5 2%7
o]
OIS i?%g
m

HEOEENONEE

Input Drawing Output IFS, Gen 25
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| £ Affine Transforms “
Transform # T = theta phi e f

1 1 1 0 0 0 ]

2 0,8 0.8 30 30 04 0,25

3

F

5

i

] Cancel

Amb el truc d’'usar un conjunt de condensacié adequat genera el conjunt
“Cantor x interval” usant dues afinitat, de la segiient imatge:

Utilitzant la taula d’afinitats seguent:

|| Affine Transforms “
Transform # r 5 theta phi e f

1 0,333 1 0 a ] ]

2 0,333 1 0 ] 0,667 ]

3

4

5

fi

Ok Cancel

Obtenim les seguents figures:



Els fractals

Scenarios  Edit Help
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Input Drawing

OutpLt IFS, Gen 4
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Input Drawing

ACTIVITAT 3. LA FAMILIA DE SIERPINSKI

Output IFS, Gen 10

Per realitzar la seguent activitat, utilitzarem el software Affine Transformation

Calculator.

En la seguent figura hi ha quatre fractals de la familia Sierpinksi, que

generarem. Tenint en compte que s’han de fer rotacions de 90 graus i

reflexions. | que els colors faciliten la visualitzacio de les diferents afinitats.
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1) Dendrita

Scenarios Frint Help

CourseWare Affine

Edit source and target points here,
then click "Go™ to find the transform

that maps source to target. i J
0.94
Source Points
P v 0.8
@0 ] 0.7
@ 0 051
0 1
g 0.54
Target Points 04
u v
0.34
(DRI 0.5
P os 0.5 0.11

Source and Target Points

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09

r 5 theta

phi

Affine transform result: 05 05 a0

90

by Michael Frame and Ginger Booth, Copyright {c) 2004 Yale University
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Per tant, la taula de les afinitats de la dendrita sera:

[ £ Affine Transforms
Transform # r | 5 | theta | phi g | f
1 0,5 0,5 0 o 0 0
2 -0.,5 0,5 80 80 1 0,5
3 0,5 0,5 0 o 0 0,5
4
5
B
Fi
OK Cancel
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Input Drawing Output IFS, Gen 14

2) Cantoria
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Source and Target Points
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Scenarios Edit Help
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EEelokDe |5

Input Drawing

3) Fractal multiplement connex

Scenarios Print Help

Edit source and target points here,
then click "Go™ to find the transform
that maps source to target.

A Source Points

X ¥
@ 1
@ 1
®|0 0

Target Points
|u v
i 0
i 0.5
@05 0.5
Go
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0.84

(£l TRIET]
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2 L
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EE
Ao

Adda4ad
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OutputIFS, Gen 10

Course\WWare Affine

Source and Target Points

01 02 03 04 05 06 0F 08 09 ,

| theta | phi

Affine transform result:

n

(8]

|e f
| 90 | 90 | 05 0.

by Michael Frame and Ginger Booth, Copyright {c) 2004 Yale University

Per tant, la taula de les afinitats del fractal multiplement connex sera:
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Affine Transforms

1=
Transform # r | theta | phi g | f
1 0,5 0,5 0 0 0 0
2 0,5 0,5 0 0 0 0,5
3 0,5 0,5 -a0 -90 05 0,5
4
5
B
Fi

OK Cancel
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Output IFS, Gen 11
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Source and Target Points
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Scenarios Edit Help

(a2 [l 2l [l

EEF|o]

EEleckDe 2|5

Input Drawing OutputIFS, Gen 13

ACTIVITAT 4. AFINITATS

Per fer aquesta activitat utilitzem el software Affine Transformation Calculator.
On podem observar diferents caracteristiques:

- Obtenim una reflexio tant per part de I'eix x com de l'eix y, és a dir, una
simetria central quanr = s = -1.

- Una rotacio rigida de 180 graus (8 = ¢ = 180) correspon a una reflexio
per part de I'eix x i de I'eix y, és a dir, una simetria central.

- L’afinitat A corresponentar=0.75,s=-0.5,0=90, ¢ =-90,e =0.5,f=
0, també és solucio de I'afinitat B que correspon a r=0.75, s = 0.5, 6 =
90, =90,e=05"=0.

Afinitat A: r=0.75, s= 0.5, 6= 90, ¢=90, e= 0.5, f=0
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Scenarios  Edit Help
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Input Drawing Output IFS, Gen 1

Els resultats sén els mateixos ja que: en el cas A, a causa de la rotacié de les
verticals (¢= 90) i de les horitzontals (6= 90) es produeix una rotacio rigida. En
el cas B, al ser r negatiu i s positiu es produeix una reflexié respecte el eix x i

amb la ¢ = -90 es produeix una rotacio de 90 en les rectes de I'eix x.

5. EL JOC DEL CAOS

El joc del caos consisteix en un algoritme aleatori. Per poder-lo dur a terme,
hem de triar tres punts que siguin els vértexs d’un triangle qualsevol. Aleshores,
a partir d’'un punt inicial qualsevol col-locat al mig del triangle escollirem un dels
vértexs i a la meitat de la distancia entre el punt i el vertex hi farem un punt.

Seguidament, tornarem a escollir un altre vertex i a partir del punt resultant
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tornarem a col-locar un altre punt a la meitat de la distancia. Aquest
procediment s’ha de repetir molts de cops. El resultat és un fractal, en concret
el triangle de Sierpinski. Per assegurar-nos de millorar el resultat es poden
esborrar els primers punts que segurament quedaran fora del triangle de

Sierpinski.

Aquest joc es pot realitzar a ma o bé amb algun aplicatiu que es pot trobar

facilment per internet.

Jo amb I'ajuda del programador RStudio®, intentaré programar el joc del caos

per tal que em resulti el triangle de Sierpinski.

5.1 PROGRAMACIO DEL JOC DEL CAOS

Un cop descarregat el programador RStudio, vaig intentar informant-me amb

I'ajuda de terceres persones com poder programar-lo.

En el cas del triangle de Sierpinski, la funcié rep com a arguments dos punts
inicial i final, i en retorna un altre aplicant la contraccié de factor r. Es a dir, la
funcié haura de ser:

midpoint = function (inicial,final) {

inicial + (final-inicial) * r

}

Seguidament, marquem en coordenades els vertexs de la figura. En aquest cas
els d'un triangle equilater, tot i que podria ser una figura irregular. | també

creem una llista per quan es crein els nombres aleatoris saber a quin vertex

dirigir-se.

vl = c(0,0)

v2 = ¢(0.5,sin(pi/3))
v3 = c(1,0)

VvV = Tist(vl,v2,v3)

Per saber on comenga, hem d’indicar un punt aleatori qualsevol, jo elegeixo el:

p = c(0.1,0.1), indicant que: x = rep(NA,20) €s un vector de dimensio

2 Aqguest programa, RStudio es pot descarregar gratuitament i sense cap problema per internet.



Els fractals

indefinida que anira acumulant les primeres components dels punts de I'Orbita.

Llavors, y = x guardara les segones components dels punts de I'drbita.

Seguidament, indiguem el nimero de bucles que realitzara, per obtenir una
imatge més rigorosa s’escull un numero forga gran. També s’origina un numero
aleatori (referent d’'un vértex), del qual a mitja distancia (en el cas de r sigui ¥2)
del vertex al punt anterior, s’hi marca un altre punt. La funcié sample (x:y,1)

retorna un nombre aleatori enter comprés en el rang [x,y].

for (i in 1:50000) {

sample (1:3,1)
midpoint(p,v[[k]])

x[i1]=p[1]
ylil=p[2]
}

Per acabar i optimitzar el resultat, eliminem els primers 1000 punts.

x[1001:50000]
y[1001:50000]

XX
yy

La seguient funcid és la que dibuixa els punts en el pla agafant les primeres

coordenades de xx i les segones coordenades de yy.

plot(xx,yy,cex=0.1)

Programacié del joc del caos en un triangle.
Finalment em va resultar aquest codi:

# Funcié ----
midpoint = function (inicial,final) {
inicial + (final-inicial) * 0.5

}

# Defineixo vertexs
vl = c(0,0)
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\ c(0.5,sin(pi/3))
v3 = c(1,0)
vV = 1ist(vl,v2,v3)

LTavor Iteracio
c(0.1,0.D
rep(NA, 20)

X

< X T %
I

# Iterant
for (i in 1:50000) {

# Genero NUmero Aleatori entre 1 i 3
k = sample (1:3,1)
p = midpoint(p,v[[k]])

x[i]=p[1]
ylil=p[2]
}

# Abolicié dels primers 1000 punts
xx = x[1001:50000]
yy = y[1001:50000]

plot(xx,yy,cex=0.1)

Tal i com estava previs I'execucié del codi em resulta un fractal, concretament

el triangle de Sierpinski:
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Seguidament, em va sorgir dues questions:

1) Qué passaria si en comptes d’aplicar-ho en un triangle, s’apliqués en altres

figures geometriques regulars com en un quadrat, pentagon o hexagon?

2) Que passaria si el factor de contraccio, r, fos qualsevol altre numero?

5.1.1. El joc del caos en altres figures geometriques regulars.

La meva hipotesis és que a l'aplicar el joc del caos en un quadrat, pentagon i

hexagon regular encara que canviem de figures continuara resultant un fractal.

Per comprovar-ho, programaré la funcio i 'executaré amb el programa RStudio

en figures geomeétriques regulars per tal d’establir un parametre.

Programacié del joc del caos en un quadrat.

Aplicant-hi aquest codi:

# Funcié ----
midpoint = function (inicial,final) {
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inicial + (final-inicial) * 2/3

3

# Defineixo vertexs
vl = c(0,0)

v2 = c(0,1)

v3 = ¢(1,0)

v4 = c(1,D)

Vv = list(vl,v2,v3,v4)

LTavor Iteracio
c(0.1,0.D
rep(NA, 20)

X

< X T %
I

# Iterant
for (i in 1:50000) {

# Genero NUmero Aleatori entre 1 i 4
k = sample (1:4,1)
p = midpoint(p,v[[k]])

x[i]=p[1]
ylil=p[2]
}

# Abolicié dels primers 1000 punts
xx = x[1001:50000]
yy = y[1001:50000]

plot(xx,yy,cex=0.1)

M’ha resultat la figura seguent, que resulta ser un fractal.
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Programacié del joc del caos en un pentagon regular.

Aplicant-hi aquest codi:

# Funcio ----
midpoint = function (inicial,final) {
inicial + (final-inicial) * 2/3

}

# Defineixo vertexs

vl
V2
V3
V4
V5
\%

< X T %

#

L1

It

c(0.5,D

c(1,(1-C0.5*tan(pi/5))))
c((1-(1-(0.5*tan(pi/5)))/tan(2*pi/5)),0)
c(((1-C0.5*tan(pi/5)))/tan(2*pi/5)),0)
c(0, (1-(0.5*tan(pi/5))))
Tist(vl,v2,v3,v4,V5)

avor Iteracio

c(0.1,0.D
rep(NA, 20)
X

erant

for (i in 1:50000) {
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# Genero NUmero Aleatori entre 1 i 5
= sample (1:5,1)
= midpoint(p,Vv[[k]l])
x[1]=p[1]
y[il=p[2]
}
# Abolicié dels primers 1000 punts
xX = X[1001:50000]
yy = y[1001:50000]
plot(xx,yy,cex=0.1)
M’ha resultat aquest altre fractal:
(=
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8 2 Srey Ly Of Qo

1 | |
0.0 0.2 04

| | |
0.6 0.8 1.0

Programacié del joc del caos en un hexagon regular.

Aplicant-hi aquest codi:

# Funcié ----
midpoint = function (inicial,final)
inicial + (final-inicial) * 2/3

}

{
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# Defineixo vértexs

vl c(0,tan(60)*0.25)

V2 = c(0.25,2*tan(60)*0.25)
v3 = c(0.75,2*tan(60)*0.25)
v4 = c(1,tan(60)*0.25)

v5 = ¢(0.75,0)

V6 = c(0.25,0)

VvV = 1list(vl,v2,v3,v4,V5,Vv6)

LTavor Iteracio
c(0.1,0.D
rep(NA, 20)

X

< X T %
I

# Iterant
for (i in 1:50000) {

# Genero NUmero Aleatori entre 1 i 6
k = sample (1:6,1)
p = midpoint(p,v[[k]])

x[1]=p[1]

y[il=p[2]

}

# Abolicié dels primers 1000 punts
xx = x[1001:50000]

yy = y[1001:50000]

plot(xx,yy,cex=0.1)

M’ha resultat aquest altre fractal:
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5.1.2. El joc del caos en diferents figures geometriques canviant el factor

de contraccio, r.

La meva hipotesis és que a I'aplicar el joc del caos canviant els valors de r en
un quadrat, pentagon o hexagon regular, només hi haura un valor de r pel qual
es formara un fractal clarament identificat. Degut a que al principi i al final

seran punts sense gaire sentit.

Per comprovar-ho crearem un codi, pel qual puguem veure la successié dels
diferents valors de r. En aquesta practica anira variant de 0 a 1, és a dir,

formara una homotecia contractiva.

Aquest cop, la funci6 tindra 3 arguments que seran els dos punts inicial i final, i
un valor r. La funcio rebra dos punts inicial i final, i en retorna a un altre aplicant

la contracci6 de factor r.
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# Funcié ----
midpoint = function (inicial,final,r) {
inicial + (final-inicial) * r

}

Tot seguit, marquem en coordenades el vertexs de les figures. En el primer
cas, el del triangle, quedaria exactament com abans ja que els vertexs no

varien.

# Defineixo vertexs

vl = c(0,0)
v2 = c(0.5,sin(pi/3))
v3i = c(1,0)

VvV = Tist(vl,v2,v3)

Igual que abans, aquesta part del codi no variara. S’indica un punt aleatori
qualsevol, un altre cop: p = <¢(0.1,0.1), i llavors trobem que els vectors de
dimensio indefinida aniran acumulant les primeres components dels punt de

I'drbita: x = rep(NA,20), i les segones components de I'orbita a: y = x.

Seguidament, s’han de crear la successié d’'imatges per diferents valors de r
entre 0 i 1. Aquesta funci6 englobara a tot el codi que venia a continuacio, és a
dir:

for (r in 1:100) {
for (i in 1:20000) {

sample (1:3,1)
midpoint(p,v[[k]],r/100);

x[i]=p[1]
ylil=p[2]
}

x[1001:20000]
y[1001:20000]

XX
yy

plot(xx,yy,cex=0.1)
}
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Després de posar-hi tota I'operacié es tanca el claudator. Com podem veure a
la funcié: p = midpoint(p,v[[k]l],r/100), només hi hem afegit el valor de r que
dividim entre 100. Ja que aixi queda reduit entre 0 i 1. | també hem reduit el

nombre de punts a 20000, per tal que no es saturi ni 'ordinador ni el programa.

Codi de la sequéncia del joc del caos en un triangle.

# Funcio ----
midpoint = function (inicial,final,r) {
inicial + (final-inicial) * r

3

# Defineixo vertexs
Vl = C(010)

v2 = c(0.5,sin(pi/3))
v3i = c(1,0)

VvV = Tist(vl,v2,v3)

LTavor Iteracio
= c(0.1,0.1)
rep(NA, 20)

X

< X T %

# Iterant
for (r in 1:100) {
for (i in 1:20000) {

# Genero NUumero Aleatori entre 1 i 3
k = sample (1:3,1)
p = midpoint(p,v[[k]],r/100)

x[i1]=p[1]
ylil=p[2]
}

# Abolicié dels primers 1000 punts
xx = x[1001:20000]
yy = y[1001:20000]

plot(xx,yy,cex=0.1)
}
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Codi de la sequéncia del joc del caos en un quadrat.

# Funcié ----
midpoint = function (inicial,final,r) {
inicial + (final-inicial) * r

3

# Defineixo vertexs
vl = c(0,0)

v2 = c(0,1)

v3 = ¢(1,0)

v4 = c(1,D)

Vv = list(vl,v2,v3,v4)

LTavor Iteracio
c(0.1,0.D
rep(NA, 20)

X

< X T %
Il

# Iterant
for (r in 1:100) {
for (i in 1:20000) {

# Genero NUumero Aleatori entre 1 i 4
k = sample (1:4,1)
p = midpoint(p,v[[k]l],r/100)

x[i1]=p[1]
ylil=p[2]
}

# AboTlicio dels primers 1000 punts
xX = x[1001:20000]
yy = y[1001:20000]

plot(xx,yy,cex=0.1)
3

Codi de la sequeéncia del joc del caos en un pentagon.

# Funcio ----
midpoint = function (inicial,final,r) {
inicial + (final-inicial) * r

}
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# Defineixo Vertexs
vl = c(0.5,1)

V2 = ¢(1,(1-C0.5*tan(pi/5))))

V3 = c((1-(1-(0.5*tan(pi/5)))/tan(2*pi/5)),0)
v4 = c(((1-(C0.5*tan(pi/5)))/tan(2*pi/5)),0)
V5 = c(0, (1-(0.5*tan(pi/5))))

Vv = Tist(vl,v2,v3,v4,Vv5)

Llavor Iteracié
= c(0.1,0.1)
rep(NA, 20)

X

< X T %

# Iterant
for (r in 1:100) {
for (i in 1:20000) {

# Genero NUmero Aleatori entre 1 i 5
k = sample (1:5,1)
p = midpoint(p,v[[k]] ,r/100)

x[i]=p[1]
ylil=p[2]
}

# Abolicié dels primers 1000 punts
xx = x[1001:20000]
yy = y[1001:20000]

plot(xx,yy,cex=0.1)

}

Codi de la sequéncia del joc del caos en un hexagon.

# Funcié ----
midpoint = function (inicial,final,r) {
inicial + (final-inicial) * r

}

# Defineixo vertexs

vl = c(0,tan(60)*0.25)
v2 = c(0.25,2*tan(60)*0.25)
v3 = c(0.75,2*tan(60)*0.25)
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V4 = c(1,tan(60)*0.25)
V5 = c(0.75,0)
V6 = ¢(0.25,0)

Vv = Tist(vl,v2,v3,v4,v5,Vv6)

Llavor Iteracié
= c(0.1,0.1)
rep(NA, 20)

X

< X T %

# Iterant
for (r in 1:100) {
for (i in 1:20000) {

# Genero NUmero Aleatori entre 1 i 6
k = sample (1:6,1)
p = midpoint(p,Vv[[k]],r/100)

x[i]=p[1]
ylil=p[2]
}

# Abolicié dels primers 1000 punts
x[1001:20000]
y[1001:20000]

XX
yy

plot(xx,yy,cex=0.1)
!

Els resultats de tots aquests codis queden recopilats en quatre videos gravats
en un disc.
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CONCLUSIO

Un cop més, després d’haver realitzat aquest treball, les matematiques m’han
tornat a sorprendre. He pogut coneixer un dels camps més desconeguts de les
matematiques. Els fractals doncs, a grans trets, son formes geometriques
peculiars que presenten unes propietats caracteristiques: rugositat, semblanca i
dimensio no entera. Tot i ser objectes tant peculiars es troben molt presents al
nostre entorn tant en la materia viva com en la inert, des dels arbres fins les
muntanyes, i permeten modelitzar tots tipus de fenomens, des dels meés
artistics fins als meés cientifics.

Referent als resultats practics obtinguts, he aprés a generar fractals IFS, he
conegut el que eren les afinitats i he pogut comprovar el que les seves
variacions aporten al fractal. Tot i aixi, he tingut diversos problemes amb
algunes de les activitats ja que no les he pogut resoldre com calia. Com en
I'activitat 2 que m’han donat fractals amb petites variacions als que m’havien de
donar, o bé, en I'activitat 3 només he aconseguit el primer fractal.

Les hipotesis que m’he plantejat a mesura que he anat realitzant el treball han
estat verificades tal i com m’havia plantejat:

A) Si s’aplica el joc del caos en qualsevol figura geometrica regular es formara
un fractal sempre que apliquem una homotécia contractiva, és a dir, que el
valor de r sigui un nombre enter entre 0 i 1.

B) Si variem el factor de contraccio, r, s’obtenen diferents fractals, perd només
per un valor de r el fractal és “perfecte”.

En consequéncia, sempre es formaran fractals IFS quan s’hi apliqui una
homotécia contractiva, sigui quin sigui el seu iniciador (ja pot ser una figura
regular o irregular). Aquest fet és el que anomenem teorema del Collage?.
M’ha semblat un tema molt interessant, no m’ha decebut sin6 tot el contrari,
m’ha deixat admirada per la seva complexitat. Perqué he pogut comprovar que
tots els elements concrets, aquells que podem veure i manipular, tenen relacio
amb les matematiques. Ja sigui per la forma, la formacid, la dimensio, etc. Fins
i tot aquells que creia que no tenien cap relacié ni semblanca, com els elements

de la natura.

24 . . N
Posteriorment s’explicara a I'Annex B
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M’ha agradat molt poder-lo haver realitzat tant detingudament perqué aixi he
aprés no solament sobre els fractals sin6 que també he pogut aprendre a fer un
treball de recerca. Finalment, només dir que ha estat una experiéncia molt
positiva i la realitzacié d’aquest treball m’ha fet més gran la porta de continuar

seguint estudiant matematiques.
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ANNEX A

Per dur a terme les practiques he necessitat coneixements pel que fa a les
afinitats i als moviments en el pla. Per tal de dur a un iniciador o generador

qualsevol (figura inicial) a un atractor (figura final).

|. Afinitats.

Les afinitats son les aplicacions del pla que utilitzem per generar els fractals.

Una afinitat en el pla es pot descriure de la segient forma:
u=ax+by+e,
v=cx+dy+f,

On el punt (x,y) ens diu que va a parar al punt (u, v) i on els coeficients a, b, c,
d, eif determinen I'afinitat, formada pels factors r, s, 6, ¢, e i f. Aquests factors

es poden classificar segons I'accié que fan.

- Escalament: esta descrit pel factor d’escala r respecte I'eix x i un factor
d'escala s respecte l'eix y. De manera que si aquests factors son

negatius poden resultar reflexions envers algun eix.
Wi

¥ {
I
|

oL

(L+h, k)

- Rotacié: esta descrit per 6 i ¢. L’angle 6 dbéna la rotacié de les rectes
horitzontals i 'angle ¢ de les rectes verticals. Si aquest angles sén iguals

obtenim una rotacié rigida
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\"

- Translacio: esta descrit pel factor e que mesura la translacié horitzontal
i el factor f mesura la translacio vertical.

¥ ¥in

aL d

¥

[I. Moviments en un pla.

- Isometries

Consisteix en el moviment d’'una figura en un pla que conserva la seva

forma i la seva mida. Depenent de l'orientacié direm que és un

moviment directe quan es conserva, i Si, canvia €s un moviment invers.

En distingim tres tipus:

- Translacio: és un desplacament determinat per una direccio, sentit i
una distancia. En el qual cada punt es desplaca sobre rectes
paral-leles al vector de translacio.
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- Gir: és un desplacament determinat per una trajectoria circular. En el

qual nomeés varia I’orientacioé dels angles.

B."

- Simetria: és un moviment en el pla respecte un element de

referencia.

- Simetria axial: quan I'element de referéncia és una recta (eix
de simetria). La distancia respecte 'eix de simetria és el mateix,
unicament canvien l'orientacid dels angles i l'orientacié de la
figura. Els segment que uneixen els punts originals dels simeétrics

son perpendiculars a I'eix.

.'q.'

- Simetria central: quan I'element de referéncia és un punt
(centre simetria). Les distancies entre el punt original i el seu

simeétrics son iguals.
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- Homotécia
Es una transformacié d’una figura en un pla que conserva la forma, pero
no en conserva la mida, i per tant, es creen figures semblants.
- Homoteécia directa: la figura conserva I’orientacié de la figura. La
figura inicial i la resultant es troben en el mateix centre d’homotécia,

aguest centre pot ser interior o exterior.

'z ~c

- Homotécia indirecta: la figura resultant no conserva l’'orientacio
original. Aquestes dos figures estan separades pel centre

d’homotécia el qual és exterior.

ANNEX B

El teorema del Collage consisteix en una figura del pla a la qual se li aplica una
contraccio, formant compactes en el pla. Aquests compactes es reorganitzen
formant una altra figura en el pla. Llavors, a aquest figura se li torna a aplicar la
mateixa contraccio. | aixi, continuament formant una vegada rere I'altra el

mateix triangle.

Ti:R—->R?0Oni=1,2,3, .., Ncontraccions i R significa nombres reals
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Funcio6 del collage que hi actua: T: K (R?) - K (R?)
Que actua sobre el conjunt de pactes T (C) = T;(C) U ... U Ty(C)
onT; (C) = {T;(x,¥); (x,y) € C}
Per tant, existeix un Gnic compacte A compleix: T (A) = A

Pero amb la métrica de Hausdorf: K (R?), qualsevol compacte B déna A
lim,o T (B) = A

Aquest teorema s’utilitza per la formacié de fractals de IFS.



