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‘Les matematiques son l'alfabet amb el qual Déu ha escrit I'univers.”
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1. Introduccid

Fa un parell d’anys, exactament quan estudiava el quart curs de
secundaria en el primer tema de nombres es treballaven els irracionals. Només
coneixia els tipics, com el nombre T (pi) 0 V2,v/3 o altres, perd van mencionar
el nombre & (phi), (també anomenat nombre d’or) i el nombre e dels que mai
abans havia sentit parlar. Em va cridar I'atencié el comentari de la meva
professora de matematiques quan va dir que el nombre d’or era un bonic tema
de treball de recerca, i quan vam portar-nos el full dels temes proposats de
cada materia del treball de recerca, vaig optar per posar-ho com a tercera
opcid. Certament es tracta d’'un nombre totalment desconegut per la majoria de
gent i no tots saben totes les propietats interessants d’aquest nombre, pero

fins i tot segueix sent un nombre misterios.

El pentagon regular, el decagon regular, l'espiral logaritmica, el
rectangle auri, la successido de Fibonacci, els quadres de la “Venus” de
Botticelli, “L’home de Vitruvi’ i “Gioconda”, de Leonardo da Vinci, 'obra “De
Divina Proportione” de Luca Pacioli, formen part d’'un llarg llistat d’exemples
meravellosos relacionats amb el nombre d’or des de fa molt de temps. Pero
amb el pas dels anys, ens adonem que cada vegada descobrim més coses que
tenen relaci6 amb el nombre d’or i no han sigut creades per 'home, com per
exemple les estrelles de mar, I'espiral de la nostre galaxia la Via Lactia, o el
propi cos huma (on, com veurem en aquest treball, es troben proporcions

perfectes entre la longitud dels peus fins al melic i I'altura).

Dins el treball, ens concentrarem en estudiar i tractar el nombre d’or,
algunes de les seves propietats matematiques i les seves aplicacions (I'espiral
logaritmica o el rectangle auri), i la seva presencia en la vida quotidiana, com
per exemple en les mides de les nostres targetes més comunes del moneder,

com la targeta del DNI o la targeta sanitaria, i en la natura.
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Una gran part del treball és la part teorica amb I'estudi del nombre & (el
seu valor i com obtenir-ho, I'enunciat d’algunes de les seves propietats,...), el

rectangle auri i I'espiral logaritmica.

La part experimental consisteix per una banda en la demostracié
d’algunes de les propietats del nombre d’or i del rectangle auri, la construccio
d’'un rectangle auri, i per laltra, en l'aplicacié d’aquest en diferents ambits.
També hem comprovat la perfeccio del cos huma segons els renaixentistes

italians, que deien que el cos huma era perfecte si en ell trobem el nombre d’or.

18/01/2012. Sant Fost de Campsentelles, Barcelona.
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2. Objectius

Els objectius del meu treball de recerca, que tracta sobre el nhombre

d’or, son els seguents:

e Trobar informaci6 sobre el nombre d’or.
e Presentar algunes propietats del nombre d’or i demostrar-les.
e Trobar objectes matematics relacionats amb el nombre d’or.

e Mostrar on s’observa aquest nombre o altres objectes matematics

relacionats amb ell en la nostra vida quotidiana i en la natura.

e Comprovar si en el cos huma podem trobar la proporcié aurea, com

deien els italians del Renaixement.
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3. El nombre d’or, ®

3.1. Definicié de @

El nombre d’or també anomenat proporcio transcendental, nombre divi o

divina proporcié és un nombre irracional (*) amb un valor aproximat 1°618(°)

Es representa amb la lletra grega @ (phi) en honor a Fidias, per la
construccio del Partené d’Atenes, on té en compte la proporcié auria. Aquesta
representacio és del principi del segle XX i la va proposar el matematic Mark

Barr.

® és un dels anomenats nombres metal-lics, que sén solucions de
I'equacio: x> —px —q =0, sent pi g nombres reals. Alguns exemples d’altres

nombres metal-lics, pera q =1 son:

p=1, el nombre d’or, solucio de:
—(-1D+/12-4-1-(-1) 1++5
_)
2-1 2
p=2, el nombre de plata, soluci6 de:

_ —(—Z)id(—zz?zl—4-1-<—1) 143

= 1'6180 ...

x2—x—1=0->x=

x2—2x—1=0->x
= 2'4142135 ...
p=3, el nombre d’argent, solucio de:

—(-3)+/(-3)2-4-1-(-1) 3+Vi3
21 T2

x*=3x—-1=0->x=

= 3'302777563 ...

' Nombre irracional: és tot aquell nombre real que no és racional, és a dir, que no es pot
expressar com una fraccié a / b, essent a i b enters, i b diferent de 0. Els nombres irracionals
son precisament aquells I'expansié decimal dels quals no s'atura mai, i tampoc no entra mai en
un cicle periodic.

2 Alguns decimals més del nombre d’or:
1'61803398874989484820458683436563811772030917980576286213544862270526...


http://ca.wikipedia.org/wiki/Nombre_real
http://ca.wikipedia.org/wiki/Nombre_racional
http://ca.wikipedia.org/wiki/Fracci%C3%B3_matem%C3%A0tica
http://ca.wikipedia.org/wiki/Nombre_enter
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El nombre d’or va ser una troballa dels grecs de I'época classica i la seva
historia comenca en el llibre del matematic Euclides “Elements de Geometria”
escrit al voltant de I'any 300 abans de Crist. L’'obra d’Euclides és el primer llibre
de tema cientific. Euclides en la seva obra volia recopilar tots els resultats de
matematiques coneguts en aquella epoca i pretenia presentar un model
d’actuacié per demostrar resultats i construir una teoria matematica, amb
axiomes i regles de deducci6. “Elements de Geometria” es compon de tretze
llibres i en el llibre VI, com a tercera definicié, apareix el text que va comencar
I'estudi del nombre d’or. La traduccio al castella del cosmograf de Felipe II,
Rodrigo Zamorano, de 1576, és: “Dize ser dividida una linea recta con razon
extrema y media quando fuere que como se ha toda a la mayor parte, assi la
mayor a la menor”. Traduit al catala actual el text diu: “Es diu que una recta
esta dividida en mitja i extrema rad quan la longitud de la linia total és a la part
major, com aquesta part major és a la menor”. O dit de forma més concreta: “El

tot és a la part més gran com la part més gran és a la resta”.

En el segle XV i a l'inici del segle XVI, a Italia dos genis com son Luca
Pacioli i Leonardo da Vinci van mencionar el nombre d’or. Luca Pacioli va
escriure I'obra “De divina proportione” , é€s a dir, “La divina proporcié” publicada
a Venécia en 1509. “De divina proportione” fixa les proporcions que s’han de
complir per aconseguir la bellesa, en forma de reflexié sobre la geometria. En la

seva obra apareixen els dibuixos de seixanta poliedres i “ 'home ideal” de
Leonardo da Vinci en base a &. | I'altre geni, Leonardo da Vinci, a més de les
seves aportacions al llibre de Pacioli, també va utilitzar el nombre d’or en les

seves obres com “La Gioconda” o “L’ultim sopar”.

3.2. Quin és el valor de ®?

Anem a veure com obtenir el nombre ®.

Donat un segment AB de longitud x, direm que es fa una particié auria si
al dividir-ho en dues parts, (una que es considera la unitat i que a la figura 1 és

el segment AX i l'altra, la resta, que és XB) es compleix que:
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Figura 1. Segment x.

Si desenvolupen aquesta igualtat obtenim, multiplicant en creu:
x-(x—1)=1-1
Desenvolupant el primer membre:
x‘—=—x=1
Transposant termes:
x2—x—-1=0

Resolent 'equacié de segon grau:

x_—(—l)i\/(—1)2—4-1-(—1)_11\/3

2-1 2
g 1+/5
Solucié 1 = > =
1-/5
Solucié 2 = T <0

® és la soluci6 de I'equacié x? —x — 1 = 0 que equival a:

10
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3.3. Propietats del nombre d’or

A continuaci6 exposem algunes de les propietats del nombre d’or amb la

seva demostracio.

Propietat 1

El nombre ® compleix que ®2 = @ + 1.
Demostracio

® és una solucié de l'equacid x? —x—1=0. Per tant, ® compleix
®2 — @ — 1 = 0. Aillant ®2, obtenim ®? = @ + 1.

Propietat 2

Qualsevol poténcia de @ és la suma de les dues potencies anteriors.
Demostracio

Multiplicant varies vegades els dos membres de la igualtat ®2 = ® + 1

per ® obtenim:

3 =2+
Pt = @3 + p?
®° = d* + P3

De manera que, en general, ®" = ®"*~1 + ®"~2, com voliem demostrar.

Propietat 3

Qualsevol potencia de @ es pot expressar de la forma m ®+n amb mi n

nombres naturals.

11
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Demostracio

Com hem dit en la propietat 2, qualsevol potencia de @ és la suma de les
dues potencies anteriors. | si desenvolupem cada potencia amb els resultats de

la suma anterior, obtenim:
P3I=P2+d=P+1+P=20+1
Pt=P3+P2=2P+1)+(P+1)=3P+2
P =Pp*+P3 =BP+2)+(2P+1)=5P+3
P =P5+P*=8d+5
®7 = P+ d5 =130+ 8

Veiem que els numeros que multipliquen @ pertanyen a la successié de

Fibonacci(®).

Propietat 4

L'invers de & és ®-1.
Demostracio

El nombre ® compleix ®? — & = 1, i si dividim per ® la igualtat anterior

obtenim:
ORI 1
)
Separant termes:
ORI 1
® & D

? La successio de Fibonacci és una successié recurrent de nombres naturals tal que cada un
dels seus termes és igual a la suma dels dos anteriors. Si a;, =1, a, =1, llavors peran > 2
anp = Ap-1 + an—2-

La successio comenga 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...

12


http://ca.wikipedia.org/wiki/Successi%C3%B3
http://ca.wikipedia.org/wiki/Nombre_natural
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) ®?
Simplificant termes, utilitzant que S =1i Y = s’obté:

1
Per tant, podem dir que l'invers de &, py esd —1.

Propietat 5

Si considerem la successié recurrent seguent:

a1=ﬁ;a2=v1+ﬁ=,11+a1;a3= 1+V1+\/T:w/1+a2

és a dir:

a; =V1ia, =+/1+a,_, sentn>1.

i diem A al limit d’aquesta successio, és a dir:

lima, = lim \/1+a,.1= 4= |1+ 1+\/1+ /1+\/1+-~
n—-oo n—-oo

llavors A= @

Demostracié

Si A= 1+\/1+\/1+ 1++v1+:-, elevem al quadrat aquesta

igualtat:

13



Treball de recerca 2011/2012 El nombre d’or

|
A2=1+ 1+ |1+ L+1+JL+1+ 1+ L+h+v?

NN NN

Observem que A>=1+A4 > A>—-A—1=0. Es a dir, que 4 és solucio

de x2 —x —1 =0i 4és un nombre positiu. Podem afirmar doncs que 4= ®.

Propietat 6

La fracci6 continua (%), [1, 1, 1, ...] és @, o sigui:

1
[1,1,1,..]=1+ T =
1+ 1
14—

T+

Demostracio

La demostracio és semblant a la de la propietat anterior, ja que si

diem Ba la fraccié continua observem que:

1+ ———
1
1+1_|_...

Operant I'expressio anterior, si primer fem la suma del segon

membre de la igualtat:
B+1
B =

B

* Les fraccions continues simples sén les del tipus:
1

a, =
PR —

as +

a4 + e

On tots el a;que apareixen son nombres enters. Per facilitar la representacié es solen denotar
a1, az, a5, ay, ... ]

14
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Després multipliquem en creu i obtenim:
B?=B+1
B2—B—-1=0

B compleix I'equacio x> —x — 1 = 0, per tant B és una de les solucions

de I'equacié i sera @, perqué Bés un nombre positiu.

Propietat 7

Si considerem la successié de Fibonacci es compleix que el limit quan n

tendeix a infinit del quocient del terme que ocupa el lloc n + 1 entre el terme

anterior és ®.

O sigui,
. Qniq
lim =21 = ¢
n—-oo aTL
Demostracio
. An41,
Anomenant L al limit de .
an
L = lim /4= = lim —= = lim (—n+ - >: lim (1—!— = )
n—-oo aTl n—oo an n—-oo aTl an n—oo an
. . an-1 . 1 1 1
= lim 1 4+ lim =1+lim—4—=14+—7pF—=1+-
n—oo n—oo aTl n—-oo n hm n L
an—l n-oo Ap_1

Per sintetitzar:
L=1+l—>L—1=1—>L2—L—1=O
L L
Per tant, si 'equacié x> — x — 1 = 0 déna soluci6 positiva @, i veiem que

L és una altra soluci6 positiva, llavors L =®.

Aquesta propietat també ens dona un metode per trobar una

aproximacio del nombre & (com es pot veure a 'annex 1).

15
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4. El rectangle auri

Un rectangle és auri si el seus costats estan en una proporci6 igual a la
rad auria (és a dir, si dividim el costat més gran pel costat més petit ens ha de
donar ®).

Figura 2. Exemple de rectangle auri.

4.1. Com construir un rectangle auri

En aquest apartat, veurem dos métodes per construir un rectangle auri.

Metode 1

Donat un segment AB, busquem un punt, que 'anomenem X, que es
trobi en el segment AB i que compleixi que el quocient entre el segment AX i el
segment XB, doni com a resultat ®. Es a dir, que el segment AB tingui un punt

X que sigui mitja i extrema rad.

Figura 3. Segment amb mitja i extrema rag.

AX_cD
XB

16
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Sigui m la longitud del segment AB, construim un triangle rectangle de

.. m .
catets m i P (que anomeno m,;, com es pot veure a la figura 4).

Figura 4. Triangle rectangle amb catets m i m;.

Amb centre en C i radi CB (m;), tracem una circumferéncia que talla a

AC enel punt S.

Figura 5. Triangle rectangle i circumferéncia de centre C i radi CB.

17
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Amb centre A i radi AS, tracem un arc de circumferencia que talla a AB

en el punt X.

Figura 6. Triangle rectangle amb circumferéncia de centre C i radi CB, i arc de

circumferéncia de centre A i radi AS.

Aquest procediment ens permet obtenir el punt X en el segment AB amb
mitja i extrema rad i el rectangle amb costats AX i XB sera auri. Anem a veure

que X és el punt que diem.

Si el quocient del segment AX entre XB déna &:

AX
— =
XB
Llavors s’ha de complir també que:
AB _ o
AX
O sigui s’ha de complir:
AB _AX
AX  XB

18



Treball de recerca 2011/2012 El nombre d’or

Utilitzant que AB =m, AX =xiXB =m—x, la igualtat anterior és

equivalent a:

Multiplicant en creu:
m-(m—x)=x-x
Aplicant la propietat distributiva:

m? — mx = x?

ms o .
Sumant (;) als dos termes de la igualtat:

m? —mx + (%)2 =x%+ (m)

Traspassant mx a l'altra part de la igualtat:

m 4 (3) =22+ (%) +max

| aix0, per productes notables(®) és equivalent a:

o (3) = (e 3)

Aquesta ultima expressio és certa gracies al Teorema de Pitagores , ja

m m
que m i - son el catets del triangle ABC i x + - és la hipotenusa.

Per tant es compleix que:

AB_AB_CD
XB AX

> Productes notables: Quadrat d’una suma:
(a+b)? =a?+b%+ 2ab

19
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>

AB:

>

Metode 2

El nombre d’or

Un altre métode de construccié d’un rectangle auri és el segtent:

Construim un quadrat de costat a i trobem el punt M, punt mig del costat

Figura 7. Quadrat de costats a i el punt M.

Després, tracem un arc de circumferencia de centre M i radi MD que talli

amb la prolongacio de AB en el punt E.

Figura 8. Quadrat de costats a amb arc de circumferéncia.

20
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> Després, per finalitzar aquesta construccio, amb el punt obtingut E,

construim un rectangle de base AE i altura EF = AB, que és un rectangle auri.

[ 2
[+ -

Figura 9. Rectangle auri ACEF

Demostracio
Anem a veure que el rectangle ACEF és auri.

El rectangle sera auri, si verifica:

AE

— =0
EF

ME = MD és la hipotenusa del triangle BDM.

a2 a? 4a? + a? 5a2 a
= 2 —_ = 2 —_— = = —
ME ja +(2) Ja + 7 j 1 \]4 > \/g

Sabent que la base del rectangle és AE, i compleix:

AE = AM + ME

Substituim en aquesta igualtat els valors de AM i ME:

21
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a a
AE = =+=+5
2 2

Si traiem factor comu a en la igualtat i sumem els termes:

a a 1 5
AE—§+E\/§—Q<§+7>—Q<

1++5
=)

AE
Calculem EF substituint AE per la igualtat anterior i EF per a, ja que

coincideix amb el costat del quadrat.

. 1++/5
AE 2 ) 1445
EF a 2

Per tant, podem afirmar que el rectangle construit anteriorment és auri

perque els seus costats compleixen la proporcié aurea.

4.2. Propietats dels rectangles auris

Propietat 1

Tots els rectangles auris sén semblants(®).

L L ]

Figura 10. Rectangle auri R1

® Es diu que entre dos objectes geométrics hi ha una relacié de semblanca quan els dos
objectes tenen el mateixos angles i els costats sén proporcionals.

22
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(=8

Figura 11. Rectangle auri R2.
R1 i R2 sén semblants si compleixen:

a

Qo

O sigui, que si dividim la base del rectangle més gran amb la del petit, i

fem el mateix amb les altures, ens ha de donar el mateix resultat.

e
ala

Equivalentment, hem de veure que a-d =b - c 0 que

| aixo es compleix perqué R1 i R2 son rectangles auris i, per tant:

a C_q)
b d

Propietat 2

Si posem dos rectangles auris iguals, un en posicié horitzontal i I'altre al
costat perd posat en posicié vertical, la recta que forma la diagonal que passa
pels punts A i D, també passa pel punt G de laltre rectangle auri com es pot

veure a la figura seguent:

23
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Figura 12. Rectangles auris i recta que passa pels punts A, D, i G.

Aix0 no passa si els rectangles que disposem d’aquesta manera no son

auris, com es pot veure en la figura 13.

B E
o o]

Figura 13. Exemple de dos rectangles que no compleixen la propietat 2.

24
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Propietat 3

Donat un rectangle auri de costats m i M, si afegim un quadrat de costat

M, obtindrem un altre rectangle auri de base m+M i altura M:

Figura 14. Rectangle auri de base m+M i altura M.

Sabem que:

i anem a veure que el rectangle format és auri. Aix0 equival a demostrar
que:

M+m_
T

Separem els dos termes de la fraccio per poder simplificar:

M+m_M+m
M M M

+—=1+

1
o)

SIS
|3

1
| com hem vist en la propietat 4 de I'apartat 3.3, S = & -1, pertant:
1+ 1_ 1+d—-1=9
5= =

25



Treball de recerca 2011/2012 El nombre d’or

Per tant tenim demostrat que aquest rectangle més gran és un rectangle

auri.

Propietat 4

Donat un rectangle auri de costats m i M , si li traiem un quadrat de
costat igual al menor del rectangle auri, llavors obtenim un altre rectangle de

base mi altura M - m, que és auri:

& L
M
o )
m
& al

Figura 15. Rectangle de base m i altura M-m.

M :
Sabem que = ®, i volem veure que:

26
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El nombre d’or

Separem termes de la fraccié per poder simplificar:

M
m

13
Sl

M
Utilitzem que — és &:
m
1

d-1=

| aix0 és cert per la propietat 4 de I'apartat 3.3, aixi que aquest rectangle
és auri, com voliem demostrar.

27



Treball de recerca 2011/2012 El nombre d’or

5. Alguns poligons regulars i el

nombre d’or

5.1. El pentagon regular i el nombre d’or

Anem a veure que entre alguns elements del pentagon regular podem

trobar el nombre d’or.

Considerem el pentagon regular segient:

B

Figura 16. Pentagon regular ABCDE.

Considerem el triangle isosceles BDE, amb costats BE = BD = e i amb

e
base DE = p i comprovem que ; = &, o sigui, que:

BE
DE

28
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Figura 17. Triangle isosceles BDE

Fent la bisectriu del angle D, obtenim el triangle DEF. Aquest triangle i el
triangle BDE son semblants, perqué tenen el mateixos angles, (I'angle BED i
'angle FED és el mateix, I'angle EFD és igual a I'angle FED i al BDE, i 'angle

EBD és Igual 'angle EDF). Per tant es compleix que els costats corresponents
sén proporcionals:

BE _DE
DE EF

Substituint DE = p, BE = e i EF = e - p en I'expressio anterior:

e p
p e—p
Multiplicant en creu:
e(e —p) =p*
Fent la multiplicacio:
e’ —ep=p’
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Transposant termes:
e?—ep—p?=0

Resolent 'equacié de segon grau en funcio de p:

_ptypP-4-1-(-p?) pt5p?
€= 21 -T2

Menyspreem la solucié negativa perque e €s una longitud.

Una vegada tenim e en funcio6 de p, ho substituim en la igualtat anterior:

e

p++/5p% p+pV5
2 )

p p p

b|0:1
o o

Simplificant ja que podem extreure p de factor comu en el numerador,
obtindrem &:

+pV5
P zp _1+\/§_¢
p 2

Per tant, podem dir amb seguretat que la divisid entre la diagonal del

pentagon regular i el costat del pentagon regular déna &.

5.2. El decagon regular i el nombre d’or

Anem a veure si en aquest poligon regular de deu costats podem trobar

una relacié que ens apropi al nombre d’or.

Si dividim la distancia entre el centre de la circumferéncia circumscrita
del decagon regular a un vertex i la longitud del costat d’aquest poligon, ens ha
de donar ®.
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Figura 18. Decagon regular i triangle isosceles EOD.

Per comencar, dividim el decagon en 10 triangles a partir del punt O (el
centre del decagon regular), i ens fixarem en un dels deu triangles formats.
L’angle EOD és de 36°, i els dos altres angles del triangle tenen el mateix valor,
72°. Si fem la bisectriu de 'angle EDO, obtenim dos triangles, el triangle EDF i

ODE. Aquests dos triangles son semblants, perqué tenen el mateixos angles i
OE
es demostraria que D = ® de la mateixa manera que ho hem fet amb el

pentagon regular a 'apartat anterior.
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6. L’espiral logaritmica mitjancant
rectangles auris

Mitjancant rectangles auris podem obtenir I'espiral logaritmica(’).

Partint d’'un rectangle auri, li restarem un quadrat per obtenir un nou
rectangle auri, com hem vist en la propietat 4 (de I'apartat 4.2.). Si apliquem
aguesta propietat successivament, anirem construint rectangles auris encaixats

cada vegada més petits.

&
L ]
L
. ]

’ Es aquella corba que es genera quan un punt es mou sobre una semirecta amb una velocitat
que augmenta proporcionalment a la distancia de I'origen.
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e

Figura 19. Rectangles auris.

Ara en cada quadrat, tracem quadrants de circumferéncia amb radi el
costat del quadrat i centre un vertex de cadascu d’aquests. Obtenim aixi una
corba que s’anomena espiral logaritmica, i aquesta corba tendeix a acabar en

un punt, que anomenen “ull de Déu” (veure I'annex 5).

o
N

Figura 20. Espiral logaritmica mitjancant rectangles auris.
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/. El nombre d’'or a la natura 1 a la
vida quotidiana

El nombre d’or es troba a la natura i en alguns objectes. Ho detallem a

continuacio.

El nombre d’or t& una preséncia important en la fil-lotaxis (%). Si
observem la natura, les plantes no creixen unes a dalt de les altres, perqué es
taparien els raigs de Sol i moririen. Leonardo da Vinci va fer un estudi sobre
aguest fenomen. Va descobrir que les fulles de la planta creixen seguint la
successio de Fibonacci. Les fulles situades més avall tendeixen a estar meés
allunyades del tall ('érgan que sosté les fulles, les flors o les fruites). Es va
descobrir que les noves fulles avancen rotant sempre amb el mateix angle,

aproximadament 137°5°, que es va anomenar angle auri (veure annex 6).

La proporcié aurea també s’observa en dimensions vegetals, com per
exemple, 'om de muntanya o l'aurd japones i, segons fonts consultades, la

relacio entre la quantitat d’abelles mascles i abelles femelles en un rusc és una

aproximacio del nombre ¢.

-
T

+

,—

A

> ——

—¢

i 1
.

Figura 21. Om de muntanya a la esquerra i auré japonés a la dreta

® La fil-lotaxis és la disciplina de la botanica (la ciéncia que estudia els vegetals) que estudia la
disposicio de les fulles sobre el tall, que segueix pautes geomeétriques i numeriques.
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En el gira-sol, s’observen varies espirals logaritmiques: unes giren en el
sentit de les agulles del rellotge i d’altres en contra. També s’observen espirals

logaritmiques en la forma dels cargols, 'exemple més evident és el Nautil.

Figura 22. Gira-sol i una petxina d’un Nautil (Nautilus pompilius)

També observem que l'espiral logaritmica té preséncia en la forma
enrotllar-se sobre si mateix dels cucs, en la trajectoria del vol d’'una aguila a
I'hora de cacar a la seva pressa i fins i tot als bracos de la nostra galaxia, la Via
Lactia.

Figura 23. Via Lactia

Un altre objecte on trobem el nombre d'or és, com ja hem vist en
'apartat 5.1, el pentagon regular. Aquest cos geometric s’'observa en molts
simbols, pero a la vida quotidiana, s’observa en l'estrella de mar, o també en el

cos huma si imitem la posicié de 'home de Vitruvi (figura 24).
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Figura 24. A I'esquerra una estrella de matr, i a la dreta “L’home de Vitruvi” de Leonardo da

Vinci

| per ultim el rectangle auri. Aquest sembla que no sigui abundant, pero
el rectangle auri apareix en molts llocs. Per exemple les targetes de credit, el
paquet de tabac o en la forma de la pantalla d’alguns televisors (a 'annex 3
demostrarem que les targetes que tenim al nostre moneder compleixen la
propietat geometrica, propietat 2, dels rectangles auris que hem vist a I'apartat
4.2).
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8. Experiencia relacionada amb el

cos huma

Els renaixentistes italians Leonardo da Vinci i Luca Pacioli, creien que el

cos huma era perfecte si en ell trobavem la divina proporcio.

Anem a veure si el quocient entre 'altura d’'una persona i la longitud dels
peus fins al melic déna el nombre d’or. Aquesta proporcid segurament sigui
erronia en molts casos perd vam pensar que ho podriem comprovar. Per aixo,
vam agafar les mesures de 38 alumnes de 3r de 'lESO. Anomenem A: l'algada i
L: longitud des del melic fins al terra.

A la seguent taula exposem les dades obtingudes a les dues primeres

columnes, i a la tercera columna el quocient:

A L A A L] 4 A L a
L L L

1,82| 1,22] 1491 | 1,59]1,03| 1543] | b7? 1,14 1,508

163| 1,01| 1613| | 1,63|1,05| 1,552 L7 1,121 1,517

15| 095| 1578| | 1.64|106| 1547| | 18 1,031 1,631

168| 1,05 16| | 165 1| 165 | V't 1,09 | 1,568

1,59 1|  159| | 165|107 1542 1,7 1,07 | 1,588

16| 1,04 1538| | 1,61]1,07| 1504| | 157 0,99 | 1,585

168| 11| 1527 1,6|1,02| 1,568 | 1,58 1,05| 1,50

182| 116| 1568| | 1,73 1,00| 1587| | 1,63 1,06 | 1,537

1,73 1,02  1.69| | 1,72]112] 1535

1,73| 1,02| 1,69 16| 1,08| 1,481

17| 101 1,683| | 1,71|107| 1,598

169| 1,06 1594| | 1,59|1,02| 1,558

1,72| 1,14| 1508| | 1,62]1,01| 1,603

1,72| 105| 1,63| | 1.685|1,11| 1,518

1,78 1,14 156| | 1.61]105| 1,533
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Com veiem, a la tercera columna de la taula, el quocient no surt @ pero
s’apropa. Calculem la mitjana aritmetica (x) dels resultat de la tercera columna
per saber si la mitjana déna el nombre d’or.

A
Li diem ). f;x; a la suma de tots els resultat de la columna 7 i) f; al

nombre d’alumnes:
Zfixi =a,+a,+as+a,=61235

Y fix; 61235

= =16114
> fi 38

X =

La mitjana aritmeética surt 1’6114 (molt més propera a ® = 1°618). Per
tant, podem dir que els renaixentistes italians tenien bastant ra6 si agafem com

a resultat el de la mitjana aritmética dels 38 alumnes.
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9. Conclusions

En aquest treball he complert tots els objectius que m’havia proposat a
I'inici. Consultant documents antics d’autors diferents a Internet i a llibres on es
refereixen a la proporcié aurea, he trobat el valor de ®, com obtenir & (com a
solucio de l'equacié x2 —x —1 =10, o la longitud d'un segment que esta en

mitja i extrema ra0) i algunes de les seves propietats que he demostrat.

També he trobat objectes matematics relacionats amb el nombre d’or: el
rectangle auri (Que és aquell que compleix que el quocient de les seves
dimensions és @), I'espiral logaritmica (corba que podem generar a partir d’'una
série de rectangles auris encaixats) i I'angle auri ('angle que formen dues fulles

disposades en el tall).

El nombre d’or també es troba si calculem el quocient de la longitud de la
diagonal d’un pentagon regular i la del seu costat, i si dividim la longitud del radi
del decagon regular entre la longitud del seu costat. Després hem vist alguns
exemples on s’observa aquest nombre en la natura, algunes bastant
impressionants (com la relacié entre la quantitat d’abelles mascles i abelles
femelles en un rusc, en els bracos de la Via Lactia i en algunes plantes, com
I’'Om de muntanya i l'auré japonés). El nombre d’or forma part de la nostra vida.
Sense adonar-nos, molts de nosaltres ho tenim a la butxaca (el nostre DNI, la
targeta sanitaria i el paqguet de tabac, s6n alguns dels exemples de rectangles

auris).

| I'altre objectiu complert ha estat comprovar la proporcié aurea en el cos
huma, per a mi la part més didactica del treball. No puc assegurar que el
resultat obtingut fos un altre si en lloc d’adolescents (encara en edat de
creixement) ho hagués comprovat amb adults. EI nombre d’or forma part de la
nostra vida. Sense adonar-nos, molts de nosaltres ho tenim a la butxaca (el
nostre DNI, la targeta sanitaria i el paquet de tabac, sén alguns dels exemples

de rectangles auris).
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En la realitzacio d’aquesta recerca he necessitat I'ajuda d’alguns
programes informatics. L’Excel I'he utilitzat per fer 'annex sobre el limit de la
successio de Fibonacci i per trobar la proporcié aurea en el cos huma. Tot i que
ja I'havia utilitzat abans, m’havia oblidat de fer-ho servir bé, i m’ha ajudat a
refrescar la memoria. També he utilitzat el programa Microsoft Word, programa
que qualsevol alumne ha de saber com funciona, perdo he aprés a introduir
equacions. | laltre programa que he utilitzat és el GeoGebra, per a mi
desconegut fins el moment i que he apres a fer-ho funcionar bastant bé en
alguns aspectes. A banda dels programes informatics, aquest treball ha estat el
primer treball rigorés que he fet fins ara. He hagut d’organitzar-me, treballar
molt i diariament per poder fer aquest treball, i he hagut de buscar informacio
sobre un tema en diferents fonts. Segur que hauré de fer més com aquest en

un futur.
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ANnexos

Annex 1

El nombre d’or

Calcul de decimals del nombre d’or utilitzant la successié de Fibonacci

Successié | Quocient entre numeros | Diferencia entre el quocienti el
de de la successio de nombre d’or
Fibonnacci Fibonnaci

X - -
1,000000000000000000000000

1 000000 | 0,618033988749890000000000000000
2,000000000000000000000000

2 000000 | -0,381966011250110000000000000000
1,500000000000000000000000

3 000000 | 0,118033988749890000000000000000
1,666666666666670000000000

5 000000 | -0,048632677916776700000000000000
1,600000000000000000000000

8 000000 | 0,018033988749889900000000000000
1,625000000000000000000000

13 000000 | -0,006966011250109980000000000000
1,615384615384620000000000

21 000000 |  0,002649373365274600000000000000
1,619047619047620000000000

34 000000 | -0,001013630297729050000000000000
1,617647058823530000000000

55 000000 |  0,000386929926360580000000000000
1,618181818181820000000000

89 000000 | -0,000147829431928148000000000000
1,617977528089890000000000

144 000000 |  0,000056460660002422000000000000
1,618055555555560000000000

233 000000 | -0,000021566805665562700000000000
1,618025751072960000000000

377 000000 |  0,000008237676928590790000000000
1,618037135278510000000000

610 000000 | -0,000003146528624542460000000000
1,618032786885250000000000

987 000000 |  0,000001201864644029270000000000
1,618034447821680000000000

1597 000000 | -0,000000459071791913956000000000
1,618033813400130000000000

2584 000000 | 0,000000175349764708344000000000
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1,618034055727550000000000

4181 000000 | -0,000000066977664081591100000000
1,618033963166710000000000

6765 000000 0,000000025583183571598100000000
1,618033998521800000000000

10946 000000 | -0,000000009771913278555640000000
1,618033985017360000000000

17711 000000 0,000000003732532061206940000000
1,618033990175600000000000

28657 000000 | -0,000000001425707107927110000000
1,618033988205320000000000

46368 000000 0,000000000544565059712454000000
1,618033988957900000000000

75025 000000 | -0,000000000208012052027584000000
1,618033988670440000000000

121393 000000 0,000000000079446893508361400000
1,618033988780240000000000

196418 000000 | -0,000000000030352609314832100000
1,618033988738300000000000

317811 000000 0,000000000011586953618802900000
1,618033988754320000000000

514229 000000 | -0,000000000004432454403513470000
1,618033988748200000000000

832040 000000 0,000000000001686428774405610000
1,618033988750540000000000

1346269 000000 | -0,000000000000650812737035267000
1,618033988749650000000000

2178309 000000 0,000000000000241806574763359000
1,618033988749990000000000

3524578 000000 | -0,000000000000099031893796564000
1,618033988749860000000000

5702887 000000 0,000000000000031086244689504400
1,618033988749910000000000

9227465 000000 | -0,000000000000018651746813702600
1,618033988749890000000000

14930352 000000 0,000000000000000000000000000000
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2,5

1,5

d'or

Valor del nombre d'or

0,5

1234567 8 91011121314151617181920

== Diferéncia amb el nombre

Annex 2

Els primers mil decimals del nombre d’or.

1,61803398874989484820458683436563811772030917980576286213
544862270526046281890244970720720418939113748475408807538689175
212663386222353693179318006076672635443338908659593958290563832
266131992829026788067520876689250171169620703222104321626954862
629631361443814975870122034080588795445474924618569536486444924
104432077134494704956584678850987433944221254487706647809158846
074998871240076521705751797883416625624940758906970400028121042
762177111777805315317141011704666599146697987317613560067087480
710131795236894275219484353056783002287856997829778347845878228
911097625003026961561700250464338243776486102838312683303724292
675263116533924731671112115881863851331620384005222165791286675
294654906811317159934323597349498509040947621322298101726107059
611645629909816290555208524 7903524060201 727997471753427 77592778
625619432082750513121815628551222480939471234145170223735805772
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786160086883829523045926478780178899219902077690389532196819861
514378031499741106926088674296226757560523172777520353613936.

Annex 3

Comprovem que les targetes de credit son rectangles auris, ja que
compleixen la propietat 2.

A1l Generalitat 14
" de Catalunya

K
=
C

. ) EURO<2
B33 8322 4098 3018

-

12/16

CADUCA FINAL » 12/11

CADUCA FINAL P

Generalitat /
i deCataIuny-—
#5)33 8322 4099 3018

Annex 4

Altra manera de demostrar que el limit de la successioé de Fibonacci
és @, utilitzant el seu terme general.

El terme general de la successid de Fibonacci el va trobar el
matematic francés Jacques Binet al 1843, i és:

1+v5\" (1-v5\"] 1 i 1
(59 (59 |- glove g

Mitjancant aquesta férmula es pot demostrar que la successié dels

L
V5

a, =

quocients entre un terme i I'anterior de la successioé de Fibonacci té per limit
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el nombre d’or, perd és massa dificil:

lim
n->+0 dy_q

Annex 5

a
lim —— =&

n-+oo dy_q

% [(_1)n+1q)n + %
fim 1
n ﬁ [(_1)nq)n—1 + W]

El nombre d’or

Dibuix on veiem el punt anomenat “Ull de Déu”, punt on es tallen

totes les diagonals dels rectangles auris formats en la figura 19:
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Annex 6
Angle auri:137,5°

L’angle auri és la relacié angular existent en un segment en mitja i

extrema rad.

A = =  (Phi) =1.61803399... o =137.507764°... ~137.5°

Aquest angle és el resultat de la seguent relacio:

. 1 3600 .
360— . & = ? = 137,5—

. 1 .
Els 360° representa la volta sencera i I'expressio 2 surt del quocient
entre el termes de la successié de Fibonacci:

an 1

~®2
antz P

an+1

Sabent que dona @, podem afirmar que la relacié anterior és certa

n

ja que:

an an  QGnp41 . an Qn+1 . an . Qpyp 1
= . - lim . = lim lim —-
An+z  Oni1 Quiz  M2©0pyq Gpypy 2@ 0Apyg M2®Apy, P

1
@2

S| =
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