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“La geometria fractal canviara a fons la seva visié de les coses. Seguir llegint
és perillos. S’arrisca a perdre definitivament I'inofensiva imatge que té de
navols, boscos, galaxies, fulles, plomes, flors, roques, muntanyes, llamps i
moltes altres coses. Ja mai més podra recuperar les interpretacions de tots

aguests objectes que fins ara li eren familiars”

Benoit Mandelbrot

Vull agrair el suport i mestratge de la meva tutora, que m’ha orientat i ajudat en
tot moment per I'elaboracié d’aquest treball. També vull agrair I'ajuda mostrada
per part de la meva familia i amics.
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1.Introduccio

Els fractals, aquest és el tema del meu treball de recerca.

Aquest nou concepte matematic em va xocar tan bon punt el vaig sentir.
Vaig descobrir-lo gracies als professors del centre, tot parlant de curiositats
matematiques per tractar en un treball de recerca. A partir de llavors la meva
curiositat va voltar per Internet i vaig investigar més a fons qué eren “els

fractals”.

Al principi vaig dubtar, ja que aquest és un tema complicat tant
d’entendre, com de definir i explicar. Mentre m’informava d’aquella nova
geometria matematica, anava veient mdultiples imatges i videos
d’impressionants formes i diversos colors. Fins llavors encara no entenia del tot
el concepte i, per suposat, desentenia la matematica en aquells dibuixos tan
rars. Gracies a l'explicacié més extensa dels professors d'aquella geometria,
vaig entendre que els diferents nivells d’observaci6 on es podien repetir
aquestes dificils formes, eren la tendéncia a un limit. Es a dir, un fractal és una
funcioé a la qual el seu limit és infinit, i per tant la seva escala d’observacié podia
variar, pero sempre reproduint una mateixa forma del fractal. Quan visualment
vaig veure una ampliacié d’un fractal vaig comprendre la idea general de fractal
i la seva relacio amb la matematica. Pero encara tenia moltissims dubtes: per
qué és repeteixen aquestes formes, que representen els colors, com s’obtenen
aquests grafics i, aquestes funcions, com es poden estudiar, quines son les
seves aplicacions o relacions amb la vida real ... Aquestes preguntes,
juntament amb aquelles meravelloses formes irregulars, em van despertar la

curiositat.

Es complicat donar una definici6 general dels fractals perqué moltes
d’aquestes no es poden aplicar a totes les families de fractals existents. Pero,
la definicid general de fractal podria ser: el model matematic o objecte real que
manté la seva forma essencial, fragmentada i irregular, tot i variant I'escala

d'observacio. Aquesta és una figura, que pot ser espacial o plana, formada per
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components infinits. Aixd dona lloc a I'extraordinaria complicacié d’aquestes, ja
que cada tros de l'objecte té l'informacié necessaria per reproduir-lo tot i, la

dimensié fractal pot ser fraccionaria.

En aquest treball volem descobrir els fractals des d’un punt de vista més
practic. Volem analitzar diferents tipus de fractals a partir dels seus grafics i
funcions, i pretenem que sigui un treball molt visual. Volem que el lector se
senti atret per aquesta geometria desconeguda fora de I'ambit cientific i

matematic, que se’n faci una idea només en llegir aquest nom.
També volem afegir informacié detallada de que és un fractal, la seva

historia, la necessitat d’aquesta geometria, les parts d’aquesta, les aplicacions

reals i més.
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2.Hipotesi

Els fractals s6n una geometria que estudien la irregularitat de la natura,
fins aqui el que ser jo en comencar el treball. Ja que el terme fractal €s un
terme poc conegut entre la poblaci6 no matematica i, jo també comenco de
zero, vull aconseguir entendre i poder explicar que son i per a qué serveixen els

fractals.

Pretenem que aquest treball serveixi per expandir el terme fractal de
manera que una persona que temptegi el terme o, fins i tot, que sigui el primer
cop que el senti, pugui comprendre amb certa base, després de llegir aquest
treball.

Aixi doncs, jo wvull aconseguir aprendre el maxim de coses sobre els
fractals i, a la vegada poder-los defensar davant d’aquells que en tinguin dubtes
0 questions. Per tant, la manera d’exposar-la no haura de ser molt complicada
ja que per comprendre i després compartir el coneixement, ha de ser el més
facil i argumentat possible. Els fractals s6n molt complexos i, per tant, explicar-
los de la manera més senzilla possible o ben argumentats, a vegades no és
suficient, aixi que I'us d’imatges il-lustratives o explicatives, sera present al llarg
del treball.

Quan acabis de llegir aquest treball, espero que hagis entés el terme
fractal i que amb I'ajuda d’explicacions i fotografies presents, vegis el mén amb

una visié més irregular, amb una visié6 més fractal.

Per altra banda, a la part practica, ens hem preguntat: és '’Ametlla del
Valles un fractal? Per respondre a aquesta pregunta ens basarem amb la part
teodrica del treball i, intentarem esbrinar si el nostre municipi és un fractal o es
comporta com a tal. Volem comprovar si ho és, per mitja de la dimensio fractal

del municipi.
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Uns quants s’hauran estranya’t, i es deuen preguntar qué vol dir la
dimensio fractal. Els fractals tenen una propietat especial i, €és que la seva
dimensio pot ser fraccionaria i depéen de la repeticio d’elements del fractal
segons si es fan més grans 0 meés petits. | quina és la relacio entre aquesta
dimensio fractal i '’Ametlla? Qualsevol frontera politica o natural, forma una linia
que no €s recta i, per tant, una corba. Aquesta corba, t¢ un comportament
fractal, ja que és irregular i, per tant, se’n pot calcular la dimensio. Aquesta
dimensio haura d’estar entre 1 i 2. Tot i que és molt abstracta a dins trobareu la

teoria pertanyent per arribar a entendre-ho tot.

Finalment, tot explicant de manera clara i esbrinant si '’Ametlla és un

fractal, espero gaudir amb aquest treball i aprendre una nova geometria.
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3.Marc teoric

3.1.Fractals

3.1.1.Historia i els origens

Durant gran part dels dos mil-lennis passats, els éssers humans han vist
el nostre mén geométric només de forma euclidiana. Es a dir, I'estudi de les
propietats geometriqgues reals del pla i tridimensional, introduit pels cinc

postulats d’Euclides.

Els cinc postulats d'Euclides s6n enunciats senzills ievidents de la
geometria plana. ElI fet que siguinevidentsen fa impossible
una demostracio absolutament rigorosa i s'admeten com a certs sense

necessitat de demostrar-los. Els cinc postulats sén els seguents:

I. Dos punts diferents es poden unir per una L —

recta.

[I. Unsegmentrectilini pot ser allargat :|:|

indefinidament mitjangant una recta.

[ll. Donats un segment rectilini i un punt wBel80”

qualsevol, existeix una circumferéncia de centre
. v
aguest punt i radi el segment donat.

5 Postulats d'Euclides. Ge_o_r-netria
lineal

IV. Tots els angles rectes sén iguals.

V. Si dues rectes interseccionen amb una tercera de manera que la suma

dels angles interiors a un costat és menor que dos angles rectes, llavors les
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dues rectes inevitablement es tallen en el mateix costat si s'allarguen

suficientment.

El cinqué postulat, anomenat de les paral-leles, tradicionalment s'ha
substituit pel postulat equivalent: Donats una recta i un punt exterior a la recta,
existeix una unica recta que conté aquest punt i que és paral-lela a la recta
donada.

Tot i saber que el nostre planeta és de forma esferica, els cientifics han
desenvolupat les matematiques de la geometria no euclidiana només en els
altims 200 anys. De la mateixa manera, només en el segle passat, aguests
mateixos, van desenvolupar una manera matematica per comprendre la
naturalesa, com els flocs de neu, els navols, les costes, els llamps, els rius, els
patrons en la vegetacio i la trajectoria de les molécules en moviment brownia*.

Aquesta branca de les matematiques es coneix com geometria fractal.

Un fractal és una forma geometrica que es pot dividir en parts, cadascuna
de les quals és un petit duplicat de la totalitat.
fa‘iz, Aquesta propietat de reiteracidé, encara que
ﬁ;? poden presentar-se a diferent escala i poden
& sgj%}ﬂ estar  lleugerament  deformades,  és
' b 4 : I'anomenada autosimilitud. En matematiques,

A £ 65 65 £ £ £, q
=\ Ab un fractal es basa en una equacié que se

% % sotmet a una iteracid o recursio; és a dir, una

repetici6 de la mateixa. L'objecte no ha

Ad AR A AR
é ?& é ?& é ?E ﬁ d'exhibir exactament la mateixa estructura en
g4 0008 0 56 8 0 08 5 0 0 0 5 48

Triangle de Sierpinski. Apreciacié de totes les escales, per0 el mateix tipus

I'autosimilitud fractal , .
d’estructures han de ser evidents en totes les

escales d’aquesta.

! Moviment Brownia: Agitacié continua de particules de dimensions microscopiques (~1um)
en suspensio dins d'un fluid .
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Fins als anys 70, la geometria fractal ha estat, rellevada als peus de
pagina o marges de llibres. Quan algun matematic es trobava un grafic estrany,

el considerava com una anecdota i no es parava a estudiar-lo.

Els fractals van comencar a inquietar els matematics al segle XVII quan el
matematic i filosof Gottfried Leibniz va considerar que nomeés la linia recta tenia
autosimilitud recursiva. Leibniz va dir que "la linia recta és una corba que té
totes les seves parts similars a la seva totalitat". Estava posant les bases de
la topologia?. Leibniz va proposar al seu amic Des Bosses que s'imaginés un
cercle, llavors que hi inscrivis tres cercles congruents amb maxim radi possible.
Aquest procés es pot continuar infinitament, del que es dedueix una bona idea

d’autosimilitud.

Pero no va ser fins I'any 1872 quan apareix una funcié considerada fractal

per la seva grafica, quan Karl Weierstrass dona

un exemple de funcié amb la no-intuitiva propietat
de poder existir en totes les parts continues pero
no diferenciable en cap punt. Trenta-dos anys
meés tard, Helge von Koch es va expandir en el
treball de Weierstrass, proporcionant una
geometrica definicié d'una funcié similar. Aquesta
es va anomenar, corba de Koch. Al 1915, Wactaw
Sierpinski construeix el seu triangle i, un any meés

. . Corba de Koch (f iterades).
tard, la seva catifa. Al 1919 Hausdorff va idear un =-°'°de Koch (fases reiterades)

meétode per mesurar les dimensions i mesures dels fractals, 'anomenada
mesura i dimensié de Hausdorff’. L’any seglient, fixant-se en particular per la

dimensio Hausdorff 1, va crear la teoria geométrica de la mesura.

Gaston Julia va ser un dels grans precursors de la matematica fractal.

Nascut al 1893 va ser ferit a la cara durant la Primera Guerra Mundial. Durant

% Topologia: és una branca de les matematiques que estudia les propietats espacials i les
deformacions bicontinues (dues dimensions) de I'espai.

® Dimensié de Hausdorff: és una generalitzacié métrica del concepte de dimensié d'un espai
topoldgic, que permet definir la dimensié d’'una dimensié fraccionaria (no-entera) per a
un objecte fractal.
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la seva estancia a I'hospital es va interessar per les interaccions de funcions
complexes i finalment va publicar l'article “informe sobre la iteracié de les
funcions racionals” amb quasi 200 pagines a la revista matematica francesa,
Journal de Mathématiques Pures et Apliques. Gracies a aixo, li va mereixer un
guardo per part de '’Académia de ciéncies de Franca. En aquest article es

mostrava les bases de la creacio del conjunt de Julia.

Les funcions iterades en el pla complex també van ser investigades cap a
finals del segle XIX i a principis del XX per Henri Poincaré, Felix Klein, Pierre
Fatou.

La idea de corbes autosimilars va ser proposada també per Paul Pierre
Lévy, qui, en el seu escrit Corbes i Superficies Planes o Espacials Consistents
en Parts Similars al Tot de 1938, va descriure una nova corba fractal, la corba
C de Lévy. Georg Cantor també va donar exemples de subconjunts de la linia
real amb propietats inusuals. Aquest conjunt de Cantor també va ser reconegut

com a fractal.

El 1963 Edward Lorenz, meteorodleg, intuia I'efecte papallona en arrodonir
uns decimals en el seu programa d’ordinador que simulava situacions
meteorologiques. En variar lleugerament el numero de decimals després de la
coma i introduir-los en el seu ordinador, el programa retornava uns resultats

sorprenentment diferents als anteriors. Era I inici del caos matematic.

Edward Lorenz va exemplificar el
seu descobriment del caos a partir de
l'intercanvii de decimals. Aquest és
l'efecte papallona: aquesta expressio
prové del fet que el moviment de les ales
d’una papallona en un remot lloc de la
Terra, pot originar un tornado a milers de Efecte papallona (dibuix representatiu)
quilometres lluny. Exageracions a part, el
caos demostra que unes lleugeres variacions en les condicions inicials poden

originar resultats impredictibles.
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Tot i aix0, aquest petit canvi demostra que el caos, provinent de
variacions infinitesimals, té un cert ordre i per tant, aguest és determinat i no és

fruit de l'atzar.

Cap a la década dels anys 60 i posteriors, Benoit Mandelbrot va treballar
I, per fi desxifrar, la nova geometria no euclidiana,
els fractals. Ell ha estat el pare de la geometria
fractal i 'hnome que va marcar les bases i

caracteristiques d’aquests.

Benoit Mandelbrot va néixer a Polonia el
1924 en wuna familia amb molta tradicié
academica. El seu pare, pero, es guanyava la vida
comprant i venent roba, mentre que la seva mare

era metgessa. Des de ben petit, Mandelbrot va ser

Benoit Mandelbrot, Mrg 4el 2010 Iniciat en les matematiques pels seus dos oncles.
La familia Mandelbrot va emigrar a Franca el 1936 i el seu oncle Szolem
Mandelbrojt, que era professor de matematiques al College de France i el
successor de Hadamard, es va fer carrec de la seva educacio. De fet, la
influencia de Szolem Mandelbrojt va ser alhora positiva i negativa des que era
un gran admirador de Hardy * i la seva filosofia sobre les matematiques. Aix®
va provocar una reaccio per part de Mandelbrot en contra de la matematica
pura, encara que com va dir el propi Mandelbrot, ell ara entenia com Hardy,
amb un profund sentit pacifista, li va fer témer que les matematiques aplicades,
en les mans equivocades, podrien ser utilitzades per fer mal en temps de

guerra.

Mandelbrot estudiava al Liceu o Escola secundaria de Paris quan la
Segona Guerra Mundial esclata. Es va traslladar al sud de Tulle, on va assistir
al Liceu a Clermont-Ferrand. Tot i aix0, la seva mare l'intentava apartar de

I'escola i llocs publics, a causa de la gran quantitat de malalties i epidémies de

*G. H. Hardy: matematic que s’identificava amb les matematiques pures, pel seu odi a la
guerra i els usos militars a les que les matematiques havien estat aplicades.
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I'época. Com recordaria més tard, "la pobresa i el desig de mantenir-se allunyat
de les grans ciutats per maximitzar les possibilitats de supervivencia, va
designar a la millora de comprensié de les matematiques, i que no ho hagués
pogut fer la universitat, aixi que sOc essencialment autodidacta en moltes

aspectes".

Mandelbrot va estudiar a I' Ecole Polytechnique (1945-1947) a Paris i a
I'Institut de Tecnologia de California (1947-1949). Ell va estudiar per al seu
doctorat a Paris entre 1949 i 1952 i després va realitzar una investigacio durant
un any a l'Institut d'Estudis Avancats de Princeton, Nova Jersey. De 1958 a
1993 va treballar per IBM® amb el seu company Thomas J. Watson al Research
Center de Nova York, convertint-se en un investigador el 1974. A partir de 1987
va ser professor a la Universitat de Yale , convertint-se en el professor estrella

de Ciencies Matematiques el 1999.

Durant el seu pas per I'IBM va poder, finalment, aconseguir el seu

objectiu, ser el primer a trobar I'ordre alla on tothom havia vist només el caos.

Com Mandelbrot va dir: "La meva aposta salvatge va comencar a donar
els seus fruits durant 1961-1962. Llavors, no hi havia dubte en la meva ment
gue jo havia identificat un nou fenomen present en molts aspectes de la natura,
pero tots els exemples eren periférics en els seus camps”. | va afegir: "Molts
anys havien de passar abans que formulés la geometria fractal, ja que portava
molt de temps preocupat pels aspectes fractals de la naturalesa, amb la
recerca d’exemples i amb la construcci6 de teories al seu voltant". La geometria

havia revifat després d’anys de desert analitic.

El 1967 Mandelbrot va plantejar la pregunta: "Quant mesura la costa de
Gran Bretanya". La resposta habitual era: tot depén, pero ell va ser capac de
demostrar que qualsevol linia corba, com ara una costa, es pot mesurar

utilitzant la dimensio fractal.

® International Business Machines (IBM): Es unaempresa multinacional d’Estats Units

tecnologica que fabrica i comercialitza hardwares i softwares per ordinadors. Aqui Mandelbrot
va poder crear els primers programes informatics, per representar graficament, els primers
fractals.
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Mandelbrot va resumir la nova geometria: "Hem concebut, desenvolupat i
aplicat en moltes arees una nova geometria de la naturalesa, que troba ordre
en formes i processos caotics”. Aquest terme va créixer sense nom fins al
1975, quan va crear una nova paraula per referir-s'hi, geometria fractal, de la

paraula llatina fractus, per irregular i trencat.

Mandelbrot descriu els fractals com "Mitja geometric entre I'ordre excessiu
d'Euclides i el caos geométric de
les matematiques en general’.
Justifica la definicio, amb els
exemples seguents: "Els
navols no sén esferes, les
muntanyes no sén cons, les
costes no son cercles, l'escorca

no és llisa ni els llampecs son

linies rectes".

Conjunt de Mandelbrot

Mandelbrot va il-lustrar la seva definici6 matematica amb un impactant
conjunt visual. Aquestes imatges capten la imaginacié popular, desvetllant a
molta gent el significat del terme "fractal". Ell va fer el primer gran pas en
publicar el llibre sobre la qual hi resten les bases de la matematica fractal: The
Fractal Geometry of Nature (La geometria fractal de la natura 1977, 1982,
1983).

Benoit Mandelbrot va morir el 14 d’octubre de 2010 a Massachusetts,

EUA, després de rebre gran quantitat de guardons, premis i honors.

Al 1987, el matematic angles Michael F. Barnsley va descobrir la
transformacié fractal, capac de detectar fractals en fotografies digitalitzades.
Alld va permetre crear la compressiéo fractal d'imatges, amb resultats

acceptables pero inferiors a la compressié JPEG®.

® JPEG: acronim de (Joint Photographic Experts Group), és un algorisme dissenyat per a
comprimir imatges.
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Probablement el verdader protagonista de la historia fractal és I'ordinador,
aquell gran invent que revoluciona el mén i permeté donar passos de gegant en
nombroses ciencies, com ara la matematica. La manca de tecnologia i recursos
necessaris van ser patits pels matematics pioners en el mon fractal, ja que no
van poder observar la bellesa de molts objectes que van descobrir. Potser si no
hagués sigut per l'ordinador, els fractals seguirien sent monstres grafics

destinats als peus de pagina.

3.1.2.Necessitat d’'aquesta geometria

La geometria euclidiana ha simplificat les irregularitats. En concret, ha
linealitzat les lleis, n’ha fet una aproximacié i ha regularitzat les formes
geometriques, és a dir, ha suposat de suaus o llises les superficies que en la
realitat no ho sén.

Fa escassament mig segle, s'ha descobert que la natura és caotica, les
seves lleis de vegades es comporten d'una manera determinista i inconcreta de
manera que un lleuger canvi en un lloc de la Terra pot tenir consequiéncies
previsibles pero indeterminades. Dins la natura podem trobar exemples que
d’'un petit canvi en sorgeixi un de més gros, com pot ser l'augment de
temperatura, una rafega d'aire, la modificacié del relleu terrestre, etc. Aquests
petits canvis juntament amb la geografia o comportaments fisics certifiquen que
la naturalesa és irregular, i per tant, la mesura amb elements regulars €s molt

imprecisa.

Els fractals neixen quan I'ésser huma vol trobar una geometria més
apropiada per descriure els objectes de la natura, ja que amb la geometria
euclidiana no els podien representar. Aquesta geometria és la part de la
matematica que s'encarrega de trobar un ordre i una regla en aguest caos

natural, tal com Dedekind va racionalitzar el nombre irracional.
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En aquesta recerca, Mandelbrot, principal descobridor i estudios de la
geometria, es va trobar una serie d'objectes matematics (conjunt de
Cantor, triangle de Sierpinski, corba de Peano, floc de neu de Koch, etc.) que
havien estat considerats
curiositats dins les
matematiques, pero que
no havien tingut major
interés fins al moment.
Mandelbrot s'adona que
tots tenien aspectes en
comu, la iteraci6 i auto-

semblanca.

Costa amb tendéncia fractal

3.1.3.Que és un fractal?

El fractal és un terme molt dificil de descriure perqué no té una definicié

precisa i no es pot aplicar a totes les families de fractals existents.

Tots els “fractals” tenen en comu la iteracio d’'un procés geomeétric
elemental que conté la informacié necessaria per reproduir la funcié original

sencera.
El concepte genéric el podem definir des de diferents ambits:
Geometria: S6n objectes geometrics compostos d’elements o parts també
geometriques de grandaria i orientacié variable i d’aspecte semblant. Estan

formades per figures de diferent dimensié generades per un procés d'’iteracio.

Aquesta dimensio no és entera, és fraccionaria.

INS Eugeni Xammar



El moén vist amb uns altres ulls: els fractals

Matematiques: S6n equacions o funcions infinitesimals, generades per la

repeticio constant d’'un calcul simple.

Visualitzacié: Es la forma idonia per veure l'aproximacié a [linfinit de
manera visual. Tot i que a les grafiques no podem observar la increible dificultat
i complexitat de la funcio, podem observar la iteracio.

Matéria: Podria ser el prototip complex d'un objecte. Ens permetria
mostrar major detall i diferent escala. No es basa en la dificultat de producci6,

sind en la millora de la precisié mostrada.

Natura: Es I'nica geometria capac d’explicar les formes de la natura, ja
que aquesta no esta constituida per formes regulars i perfectament

geometriques.

Aquestes definicions anteriors poden ser dificils de comprendre i poden
semblar abstractes, per aix0 podem recorrer als parametres d’aquesta

geometria d’'una manera més general.

La paraula "fractal" prové del llati fractus, que significa "fragmentat",
"fracturat”, o simplement "trencat”, nom molt apropiat per a objectes, la seva
dimensié dels quals, és fraccionaria. El terme va ser designat per Benoit
Mandelbrot el 1977 aparegut en el seu llibre The Fractal Geometry of Nature, a

I'estudi dels objectes fractals.

Benoit Mandelbrot, durant la seva investigacid, ho definia com: "El mitja
geometric entre l'ordre excessiu d'Euclides i el caos geométric de les

matematiques en general”.
Aixi doncs, per trobar una definicio6 més clara i entenedora, comengarem

designant les propietats de tot fractal, tal com va escriure Mandelbrot al seu

primer llibre.
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+£Tots els fractals tenen una dimensio fraccionaria, és a dir, no tenen una

dimensio entera o racional, com les figures geomeétriques euclidianes. Aixo vol
dir que si una linia té dimensié 1, un pla té dimensio
2, i unvolum té dimensio 3, als fractals apareixen
dimensions que es poden escriure en forma de
fraccié. Una dimensio 7/4, per exemple, significa un
nombre de 1.75 i, per tant, correspon a un cos que

es troba a cavall entre una linia i un pla.

+Tots els fractals tenen la propietat de I'infinitud
en el calcul i representacio, és a dir, els fractals es
consideren infinits perqué a mesura que s’augmenta
o disminueix la precisi6 de mesura, observem la
variacié de longitud i perimetre i aixo sense tenir fi.
Aquesta infinitud ha estat relacionada amb el caos.
Aquest caos es ddna quan no hi ha una visio clara
d'on estas, quan no pots veure el que passara en
l'instant seguient, quan la sequencia pot dependre de
I'instant anterior, etc ...Per exemple, en el cas del fum

en un corrent daire. La trajectoria que agafara

Representacié  d'infinitud
d'autosimilitud. Fins i tot amb
2000 augments el fractal de
Mandelbrot mostra en tot detall
similituds amb |'original

aquest és imprevisible perqué dependra de molts
factors.

+L’altra propietat és I'autosimilitud. Aixo és que les seves parts tenen la
mateixa forma o estructura que el tot, encara que aquestes poden presentar-se
a diferent escala i poden estar lleugerament deformades. Aixi que les diferents

escales de detall tenen formes similars.

El fet que gaudeixi d'autosimilitud significa que l'objecte fractal no depén
de l'observador. Si prenem algun fractal podem comprovar que en fer un
augment doble el dibuix és exactament igual a l'inicial i si 'augmentem 1000
vegades mantindra la mateixa forma. Si augmentem n vegades el dibuix que

obtenim és igual a l'inicial ja que les parts s'assemblen al tot.
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Un conjunt o objecte és considerat fractal, quan la seva grandaria creix a
mesura que I'escala de l'instrument de mesura disminueix. Per exemple: si és C
una corba qualsevol i k l'escala de linstrument de mesura, quan k es fa

infinitament petit i C tendeix a infinit llavors es considera fractal.

litn Z = co
h— —

Els fractals poden presentar tres tipus d’ autosimilitud:

e Autosimilitud exacta: aquest €s el tipus més restrictiu d'autosimilitud i

exigeix que el fractal sigui idéntic a diferents escales. Sovint es troba en fractals
definits per sistemes de funcions iterades (IFS).

e Quasiautosimilitud: exigeix que el fractal sembli aproximadament

identic a diferents escales. Els fractals d'aquest tipus contenen copies menors i
distorsionades d’ells mateixos. Matematicament, D.Sullivan va definir el
concepte de conjunt quasiautosimilar a partir del concepte de quasi-isometria.

Els fractals definits per relacions de recurréncia son normalment d'aquest tipus.

e Autosimilitud estadistica: és el tipus més débil d'autosimilitud, exigeix

que el fractal tingui mesures numeriques o estadistiques que es preservin amb

el canvi d'escala. Els fractals aleatoris sén exemples de fractals d'aquest tipus.

copies del conjunt amb petites diferéncies

Els fractals, que com anteriorment hem esmentat, s6n molt diferents entre
ells i és per aixd que no podem concloure una definicié universal d’aquests.
Hem vist que tot fractal per ser designat ha de seguir les tres propietats

basiques: dimensio fraccionaria, infinitud i autosimilitud.

INS Eugeni Xammar

18


http://ca.wikipedia.org/wiki/Fitxer:Mandelzoom.jpg

El moén vist amb uns altres ulls: els fractals

Seguidament s’exposen els tipus de fractals, organitzats segons

caracteristiques comunes:

+Sistema iterat de funcions o conjunt de regles: aquests tenen una regla

de punt fix geométric, és a dir, no necessariament ha de tenir funcié o equacio

sind que el comportament caotic d'aquests és modelat per un conjunt de regles.

Exemples: conjunt de Cantor, Triangle de Sierpihski, corba de Peano, floc

de neu de Koch, corba del drac.

+Els fractals recurrents o no_lineals: els fractals son definits per

una relacié de recurréncia en cada punt d'un espai (com el pla complex’), és a
dir, utilitzant el resultat d'una equacié com a valor inicial de la seguent i aixi
s'obté un conjunt de punts. La representacié del seguit de punts forma

graficament unes imatges meravelloses.
Un exemple n'és el conjunt de Mandelbrot o el conjunt de Julia.

+Fractals aleatoris: generats per processos estocastics®. Els fractals

estocastics estan relacionats amb la teoria del caos, és a dir, quan diem que un
fractal segueix un procés estocastic volem dir que té una autosimilitud irregular
perque la variacié no és constant. Els fractals aleatoris tenen una gran aplicacio
practica, ja que soén els més apropiats per descriure diversos objectes irregulars

del mén real.

Exemples en son els navols, muntanyes, turbuléncies, costes, arbres, un

broquil, un cargol de mar...

" Pla complex: és una forma de visualitzar I'espai dels nombres complexos. Pot entendre's
com un pla cartesia, en el que la part real esta representada a I'eix x i la part imaginaria a I'eix

Procés estocastic: és un concepte matematic que serveix per caracteritzar una successio
de variables aleatories que evolucionen en funcié d'una altra variable, generalment, el temps.

INS Eugeni Xammar

19



El moén vist amb uns altres ulls: els fractals

+Fractals oscil-lants: existeixen uns tipus de fractals derivats del métode

de Julia o de Mandelbrot, anomenats fractals oscil-lants, ja que de forma

alternativa s'iteren dues o més funcions diferents.

Podem dir, doncs, que basicament hi ha dos tipus de fractals: els que hem
creat nosaltres, que serien tant els creats només per ordinador com en els que
no és imprescindible tenir un ordinador o equacions per crear-los i els que
trobem a la natura. Tots tenen les mateixes propietats, pero els que trobem a la
natura no son perfectes. Tot i aix0, algunes fonts d'informacié no consideren els
fractals que trobem a la natura com a fractals, sin0 com a objectes que

presenten algunes de les propietats dels fractals.

Per tant, veiem que el
llenguatge fractal és un llenguatge
adequat per descriure la realitat del
mon, i per estudiar fenomens
complexos que no ens ensenyen a
l'escola com: [lestructura d'una
muntanya, que no és un con, la
disposicio d'un arbre, que no és un
cilindre... Tot i que, aquesta no és

la seva Unica utilitat, nosaltres

Fractal per ordinador

convivim amb gran quantitat

d'objectes ordinaris que, degut a la seva estructura o comportament, es
consideren fractals naturals, tot i que no els reconeixem aixi. En son un
exemple els ndvols, muntanyes, costes, arbres, rius, vegetals... Tots aquests
objectes o elements son considerats fractals naturals, tot i que sén finits i, per

tant, no ideals, al contrari d’'un fractal ideal que gaudeix d’infinitud.

Cal dir també que els fractals son un dels llocs on les matematiques, la
ciencia i l'art van junts. Ens demostren visualment la relacié entre les
estructures matematiques abstractes i la realitat de l'univers i la natura. També

ens permeten veure la complexitat del caos interaccionant amb ['ordre.
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La definicio final aportada per Mandelbrot, pare dels fractals, és: “Forma
molt irregular o extremament interrompuda i fragmentada, sigui quina sigui
I'escala d'observacio i d'examen, que conté elements distintius, les escales dels

quals s6n molt variades i que abracen una extensa gamma ".

Definicions senzilles extretes d’assaigs i llibres, i cites relacionades amb el

tema, totes traduides al catala:

=  Models infinits comprimits d’alguna manera en un espai finit.

(Anonim)

= Bellissims i fascinants dissenys de l'estructura i complexitat infinita.

(Anonim)

= De les lleis més simples neixen infinites meravelles que es repeteixen

indefinidament. (Benoit Mandelbrot)

= Laimaginacio es cansa abans que la naturalesa. (Blaise Pascal)

= Un arbre esta compost d’arbres petits. (Delacroix)

= La geometria fractal canviara a fons la seva visio de les coses. Seguir
llegint és perillés. S’arrisca a perdre definitivament l'inofensiva imatge
gue té de nuvols, boscos, galaxies, fulles, plomes, flors, roques,
muntanyes, llamps i moltes altres coses. Ja mai més podra recuperar
les interpretacions de tots aquests objectes que fins ara li eren

familiars. (Benoit Mandelbrot)

= Crec gue el coneixement cientific té propietats fractals: que per molt
gque aprenem, el que queda, per petit que sembli, &s tan infinitivament
complex com el tot pel que comencem. Aquest, crec jo, és el secret

de l'univers. (Isaac Asimov)
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3.1.4.Dimensio6

Actualment nosaltres vivim en una dimensio euclidiana i, ha simple
raonament, podem comprendre que les diferents dimensions poden ser
primera, segona, tercera... Totes aquestes sén enteres. Aixd és fals ja que
actualment hi ha gran varietat de dimensions, des d’un punt de vista matematic.

En sén un exemple, la dimensio vectorial, la topologica, la fractal o euclidiana.

Nosaltres volem aconseguir definir la dimensié fractal i, per aixo,

necessitem entendre el concepte de dimensio.

Partint de la dimensié euclidiana o tradicional, on un punt és
adimensional, una linia té dimensié 1, un pla dimensié 2 i un cub 3, estudiarem
la dimensié fractal. En un principi, ens hem de preguntar perqué és aixi i veure

si aquests fets son certs.

Pla Cub

Linia

Llargada

Llarg i ample
Llarg, ample i gruix

Sovint es diu que una linia té dimensié 1 perqué només hi ha una manera

de moure’s en una linia. De la mateixa manera, el pla té dimensio 2 perqué hi
ha dues direccions per on es pot moure. Pero, hi ha dues direccions en una
linia (cap enrere i cap endavant) i un nombre infinit en el pla. El que s’esta
intentant dir és que, en el pla, hi ha 2 direccions linealment independents. Per
descomptat, és cert, perd ja que la nocié d'independéncia lineal és bastant
dificil de comprendre, solem dir que el pla és bidimensional perque té dues
dimensions, longitud i amplada, de la mateixa manera que un cub és
tridimensional, ja que té tres dimensions, longitud, amplada i alcada. Aquesta
€s una nocié valida tot i que no s'expressa explicitament en el llenguatge

matematic.
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| doncs, per que una linia és unidimensional i el pla és de dues
dimensions? Tingueu en compte que aquests dos objectes tenen autosimilitud.
Podem trencar un segment d’'una recta en 4 intervals autosimilars, cada un
amb la mateixa longitud, i pot ser augmentada per un factor de 4 per produir el
segment original. En general, podem dividir un segment de linia en N parts

autosimilars, cadascuna amb factor d'augment N.

Un quadrat és diferent, el podem descompondre en 4 quadradets
autosimilars i aqui, el factor d'ampliacio és 2. Sucessivament, podem trencar el
quadrat en 9 quadradets autosimilars amb factor d'augment 3. Clarament, el
quadrat pot ser dividit en N ? copies autosimilars de si mateix, cada un dels

quals ha de ser augmentat en un factor de N per produir la figura original.

Pla—> N 2— N= nombre peces autosimilars per costat

2 _ 2 _ 2 _
1221 22=4 32=9 4%=16

Finalment, es pot descompondre un cub en N ® parts autosimilars,

cadascuna de les quals té un augment en factor de N.

Cub — N’ 3*—» N’= nombre peces autosimilars per costat

13=1 23=8 33=27
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Pero fins aqui encara no hem justificat cap dimensio, per tant, una forma
alternativa d'especificar la dimensié d'un objecte que presenta autosimilitud és
basicament I'exponent del nombre de peces autosimilars amb N. Per aixo,
necessitem logaritmes. Recordeu que, per els cossos plans, obtenim peces
autosimilars quan augmentem el factor N ( N ?). Aleshores podem escriure, que

la dimensi6 d’'un quadrat és:

Log (nombre de peces autosimilars)
Dimensi6 del quadrat= =

Log (factor d’ augment)

Log N2 2 Log N

Log N Log N

De la mateixa manera, la dimensié d’'un cub és:

Log (nombre de peces autosimilars)
Dimensié del cub= =
Log (factor d’ augment)

Log N° 3 Log N

Log N Log N

Comprenent la definici6 de dimensié en cossos de la geometria
euclidiana, ens disposem a descriure i justificar la dimensié fractal. Amb
aquesta dimensié trobarem que els resultats de dimensié seran decimals i, per

tant, el procés per arribar-hi pot ser un pél més complicat.

Per explicar la dimensié fractal ens
ajudarem amb [I'exemple del triangle de

Sierpinski. Aquest fractal em va despertar la

curiositat des del principi, ja que a simple vista

no timagines que tingui una dimensio fractal,
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tot i la seva extensa autosimilitud amb tendéncia a l'infinit.

Seguidament mostrarem les primeres fases de la iteracié del fractal, per

que ajudi a I'hora de descriure-les. Estan modificades graficament, per millor
comprensio.

5 primeres fases de la iteracié del fractal, Triangle de Sierpinski.

El triangle de Sierpinski és un fractal on, en les primeres fases d’aquest,
es veu molt clar les peces autosimilars i el factor d’augment. Com
posteriorment mostrarem en els calculs, anem a verificar les peces autosimilars

i el factor d’augment en diferents fases o iteracions, segons la imatge anterior.

Fase 1:

No hi ha iteracié i és d’on partim, per tant, peces autosimilars 1 (ella
mateixa) i el factor d'augment és 1, ja que si fos per 0 no hi hauria fractal, i

qualsevol nombre dividit entre 1 és ell mateix.

Fase 2:

Aqui comencem a iterar i podem observar 3 peces autosimilars (trianglets
en negre) i un factor d’augment 2, ja que per cada costat s’ha designat dos

triangles petits (marcats amb una rodoneta interior).

Fase 3:
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Segueix la iteracid i es pot comptar que hi ha 9 peces autosimilars
(trianglets en negre) i un factor d’'augment 4, ja que per cada costat, han sorgit

quatre triangles petits (marcats amb una rodoneta interior).

Fases seguents:

La iteracio persisteix i és infinita, aixi que cada cop es pot anar designant
a triangles més petits. D’aquesta manera, sabent les peces autosimilars i els
factors d’augment, volem esbrinar quina és i el per que de la dimensio fractal

amb I'exemple d’aquest triangle.

Partint de la definici6 anterior, de la dimensié fractal en un objecte

autosimilar:

Log (nombre de peces autosimilars)

Dimensi6 d’un fractal autosimilar =
Log (factor d’ augment)

Volem calcular la dimensié fractal del triangle de Sierpinski, la qual
anomenarem S. El triangle consta de 3 peces autosimilars i 2 factors

d’augment. Aixi que la dimensio fractal és:

Log (nombre de peces autosimilars)
Dimensio de S = =
Log (factor d’ augment)

Log 3
= =1,585
Log 2

De manera que la dimensio S esta entre 1 i 2. Pero a la vegada també es

compon de 9 peces autosimilars i 4 factors d’augment. No hi ha problema:
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Log (nombre de peces autosimilars)
Dimensié de S = =
Log (factor d’ augment)

Log 9 Log 32 2 Log 3 Log 3
= = = = = 1,585

Log 4 Log 22 2 Log 2 Log 2

Per tant, qualsevol iteracio del triangle de Sierpinski tindra la dimensio S,
ja que irromp en 3 M peces autosimilars amb factor d’'augment 2 M, de manera

que tornarem a tenir:

Log (nombre de peces autosimilars)
Dimensi6é de S = =
Log (factor d’ augment)

Log 3V M Log 3 Log 3
= = = ~ 1,585
Log 2™ M Log 2 Log 2

La dimensi6 fractal és una mesura tan complicada que les peces
autosimilars no necessariament han de ser identiques sind que poden ser
semblants. Els fractals poden arribar a ser molt complicats ja que, en alguns

casos son molt irregulars.

Per tant, la dimensio fractal es refereix a tot objecte geometric que ocupa

un lloc a I'espai on esta immers i on la seva dimensio és fraccionaria.

Al mon real, el calcul fractal és molt variat, pero per mesurar la dimensio

d’una costa, nuvol o qualsevol altre fractal real s'utilitza:
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Les formules que Ila
defineixen tenen a veure amb el recompte de les boles necessaries per recobrir
el conjunt, o amb el de caixes d'una quadricula que contenen part del conjunt

guan les dimensions d'unes i altres tendeixen a zero.

3.1.5.Teoria de les funcions iterades

Anteriorment ja hem esmentat la paraula iteracié. Iterar vol dir literalment
repetir i iteracié és l'accid d’iterar. Els fractals, doncs, es basen en formules

matematiques iterades infinitament o fins que I'apreciacioé ho permeti.

A les matematiques s'utilitza el concepte d’iteracié de funcions, que no és
més que l'aplicacié d’'una funcié a partir d’un valor inicial i, despres, tornar a
aplicar a la funcio el resultat de la funcié anterior. Aquest procés, s’ha de repetir
tantes vegades com calgui. Aixi doncs, la iteracié d’'un procés geométric a
moltes escales genera un fractal. Per justificar aquest procés, farem una
demostracié del funcionament d’'un sistema de funcions i la relacié entre una

formula o funcié i el fractal.
Recordem que una funcio real f actua sobre un conjunt de nombres reals

anomenat domini. Els nombres del domini s6n assignats a un nombre real x, 0

antiimatge (pertanyent al domini), i a un altre nombre real y, imatge (y = f(x)).
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Per comencar el procés iteratiu ens han de donar un valor inicial (x,) a la
férmula. Aquest valor, que en podem dir llavor, és el punt del qual parteix la
iteracio i del qual pretenem cercar el limit de la funcié. Aquest valor ja ens ve

donat juntament amb la funcio.

Aixi doncs, si partim de la funcio, f(x) = gx + 1ide la x,= 3, i la iteraci6

d’'una funcié consisteix a la resolucié de la funcio a partir del nombre obtingut

anteriorment, podem iniciar el cicle iteratiu:
f(x) = §x+1 I Xo=3
eFase iterant 1 (substituir X, per Xo):

5
f()= 2 x+1

5
f(3)= =-3+1
(®)= 3

f(3)= 5+1=6

Repetim el procés sucessivament amb el resultat anterior, aixi veiem com

a partir d’'un nombre petit podem designar a resultats més grans.

eFase iterant 2:

5
f(x1)= =-x+1
(X1) 3

5
f(6)= =-6+1
6)= 3

f(6)= 10+1= 11
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eFase iterant 3:

5
f(x)= =-x+1
(X2) 3

f(11)= 2.11+1

f11)= 2 41
3
fa1)= 243 - 58 _ 1933

[...]

La iteracié d’'una funcié per aconseguir que sigui fractal hauria de tendir
cap a un punt, és a dir, que els resultats obtinguts s’apropessin cada cop més

cap a un punt més gran o meés petit que el valor.

Per contra, la iteraci6 no és un procés exclusiu fractal per tant, si els
valors obtinguts tendeixen cap a més o menys infinit, sén perfectament valids.
La tendéncia cap a l'infinit depén, si és a partir d’'una llavor petita, designem la
tendéncia al més infinit (augmentem), o bé al contrari, a partir d’'una llavor gran
designem la tendencia al menys infinit (disminuim). Que els resultats tendeixin

a una o altra banda de l'infinit depén de la funcié.

Aquesta funcié en particular, augmenta radicalment amb la tendéncia de
nombres meés grans, per tant, tendira al +«~. Aqui tenim una taula de les 10

primeres iteracions:
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Fase d'iteracio

3 X2 = f(X1) 19,33
4 X3 = f(x2) 33,22
5 Xq = f(X3) 56,37
6 Xs = f(X4) 94,95
7 Xg = f(Xs) 159,25
8 X7 = f(Xs) 266,42
9 Xg = f(x7) 445,03
10 Xo = f(Xs) 742,72

Com ja es veia a les primeres iteracions i com nosaltres suposavem, les
iteracions creixen notablement segons augmenten les variables anteriors. Aixi

doncs el grafic quedaria aixi:
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3.1.6.Que és un atractor?

Atractor és un concepte basic de la iteracidé fractal. Una funcié té un

atractor quan iterant-la arriba un moment que tots els valors sén iguals. Una

funcio iterada pot tenir 1, 2, 3... atractors. Perqué el conjunt sigui un atractor les

trajectories suficientment proximes han de mantenir-se apropades, fins i tot si

son lleugerament diferents. Geometricament, un atractor pot ser un punt, una

corba, una variacio o fins i tot un conjunt complicat d’estructura fractal conegut

com atractor estrany.
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3.2.Analisi de diferents fractals classics

3.2.1.Conjunt de Cantor

El conjunt de Cantor, anomenat per Georg Cantor al 1883, ha estat un
destacat subconjunt fractal de l'interval real [0, 1], que admet dues definicions

equivalents:

eLa definicio geometrica: Eliminacio del terg central de cada interval.

eLa definici6 numeérica: Es el conjunt de tots els punts de linterval real

[0,1] que admeten una expressid en base 3 que no utilitzi el digit 1.

El que Cantor no sabia era que aquest conjunt ja havia estat estudiat al
1875 per un matematic de Dublin, Henry John Stephen Smith (1826-1883).
Pero, quan Smith va morir el seu descobriment era practicament desconegut,

aixi que va ser Cantor I'associat a aquest conjunt.

3.2.1.1.Construccié geomeétrica

Es construeix per repeticid, seguint els seglients passos:

oEl primer pas és prendre l'interval [0, 1].

oEl segon pas és treure el seu ter¢ interior o central, és a dir l'interval
obert (1/3, 2/3).

oEl tercer és extreure els dos segments restants dels seus respectius

tergos centrals, és a dir, els intervals oberts (1/9, 2/9) i (7/9, 8/9).

oEls passos segiients son idéntics: treure el ter¢ central de tots els

intervals que queden. El procés no té fi.
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El conjunt de Cantor és el conjunt dels punts restants, és a dir, els
extrems (no trets) de l'interval corresponent. En tots aquests punts hi ha una
infinitud i, per tant, es compleix una reiteracié6 en (1/3)", on n representa

qualsevol nombre natural. Segons el subinterval, els extrems varien: 0i 1; 1/3 i
2/3; 1/9, 2/9, 7/9 i 8/9; 1/27 ...

La seva dimensio de Hausdorff €s menor que 1, concretament:

Dim = %62 - 0 631
log3

3.2.1.2.Propietats del Conjunt de Cantor

Les propietats principals d’aquest conjunt sén: mesura, cardinalitat,

propietats topologiques i autosimilitud.

eMesura: El conjunt té una longitud petita ja que l'interval inicial [0,1]
mesura 1 i, a cada pas, se li extreu un terg, aixo provoca una multiplicaciéo de
2/3 respecte a la seva longitud anterior. Aquesta llargada disminueix a cada
subinterval, aixi doncs la successiéo geometrica u, = (2/3)" tendeix cap a zero,

cosa que fa que el conjunt de Cantor tingui una mesura nul-la.

eCardinalitat: El conjunt de Cantor esta en bijeccié® amb el segment [0, 1],

és a dir, té tants elements com ell.

o Bijeccio: Es una funcio f d'un conjunt x amb la propietat que per a caday hi ha exactament
una x, f(x) =y.
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Per demostrar aix0, construirem una funcié derivada del conjunt de Cantor
(diguem C) al conjunt dels reals [0, 1]. D'aquesta manera, la cardinalitat de C
ha de ser no menor que la de [0, 1]. D'altra banda, com C és un subconjunt de
[0, 1], C a més ha de tenir una cardinalitat no major. Per tant es conclou que les

cardinalitats de C i [0, 1] han de ser iguals.

ePropietats topologiques: El conjunt de Cantor és tancat en els reals, en
ser el complement de la unié d’oberts. En ser també tancat, per aplicacié del

teorema de Heine-Borel', es pot afirmar que és compacte.

eAutosimilitud: El conjunt de Cantor, apreciable a la imatge, es repeteixen
els intervals a diferents nivells, aixd €s una manifestacié d’autosimilitud, que és
una de les propietats basiques dels fractals. Aixi que si agafem l'interval [0, 1/9]
I ho ampliem 9 vegades obtindrem de nou el Conjunt de Cantor. De fet, des de
qualsevol nivell podem aconseguir-ho de manera que tota part, per mindscula

gue sigui, conté la informacio de tot el fractal.

3.2.1.3.Preséencia a la natura

»Mandelbrot relaciona el conjunt de Cantor amb els errors a les linies de
telecomunicacié, ja que aquests se sap que estan agrupats en rafegues

(semblant al qué passa als punts del conjunt de Cantor, perd no tan ordenats).

3.2.2.Corba de Peano

El matematic italia, Giuseppe Peano, va descobrir 'any 1890 una corba

continua que passava per tots els punts d’'un quadrat de costat 1.

Peano tot i seqguir els passos de Cantor, va voler obtenir una funcio

continua de I'interval unitat sobre el quadrat unitat, encara que no fos bijectiva

. £ . .. . T T
% Heine-Borel: és un teorema que estableix condicions pels subconjunts de C"o0de B
pergué sigui compacte.
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(tenir imatge per cada punt de l'eix x). Préviament a Peano, el matematic
Jordan al 1887 va introduir la descripcié de corba continua: “Un segment de
corba és una funcié continua que esta definida per tots els valors de l'interval

unitat”.

Aquest tipus de corbes s'obtenen mitjangant una successio de corbes
continues sense interseccions que convergeixen a una corba limit. La corba
limit de Peano, de fet, és un objecte fractal interessant ja que encara que la
seva dimensio6 topologica és 1 la seva dimensio fractal d'Hausdorff-Besicovitch
és 2. Es a dir, que aquesta corba és un objecte de dimensi6 1 que pot

transformar-se en dimensio 2.

3.2.2.1.Construccié geomeétrica

El métode de construccié d’'una corba de Peano es divideix en dues
possibilitats, la primera consisteix en un procés repetitiu que parteix d’'una
corba inicial de 9 segments, els quals van sent substituits per cada figura
generada a cada iteracid anterior. El dibuix dels nous segments de partida

segueix 'esquema seguent:

A\
7\ /
3 9 2 / N /
e 3 N /
4 / \ 3
/ 3
o7 .7 5
N 7\
2 8 N\ TN
N Y \\'
/ N\
5 \ v \
N\ / N
N/ N\
1 / ,
7 / \
/ \
6 /,/ . /,,/
/ \ /
= N/

A continuaci6, repetim el procés per cada un dels nou segments inicials, és a
dir, substituim cada un dels segments anteriors per la figura anterior i, aixi una i
altra vegada. El resultat és el que tenim en les segients 3 primeres iteracions

de la corba de Peano.
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L’aportacio original de Peano va ser molt analitica i no definia gaire el
proceés iteratiu o la visualitzacio grafica de la corba. Van ser altres matematics
gue van descobrir la segona manera de construccié del fractal, amb I'objectiu
d’omplir el quadrat. Els descobridors d’aquest segon métode el van completar
gracies a l'intent de visualitzar la grafica de la funcié abstracta, els que van

proposar series iteratives de corbes com I'anterior o el segient:

En consequencia, no sabem exactament a quina d’aquestes series de
corbes podem anomenar corba de Peano. Les dues corbes pretenen descriure

una corba que recobreixi el pla i, per tant, tendeixen cap al mateix limit, el

guadrat.

3.2.2.2.Propietats de la corba de Peano

Les propietats de la corba de Peano son les seguents:

° Es una corba continua.

e No té punts que es creuin, és a dir, la corba no passa dos cops per

un mateix punt.
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e Esuna corba que omple el pla, en aquest cas un quadrat.

e Es una corba unidimensional que pot ocupar un espai bidimensional.

Peano va ser el descobridor d’aquesta propietat.

3.2.2.3.Preséncia a la natura

»Una molecula d'ADN, que a plena extensié pot arribar fins als dos
metres, s’empaqueta en les petites dimensions del nucli d'una cél-lula
eucariota, de només unes micres. Doncs bé, 'ADN en realitat no es plega
sense forma al nucli sind que s'acosta a un patré regular i matematic, que és

precisament la corba de Peano.
»La corba de Peano descriu certs reticles de plantes.

»La corba de Peano pot servir també per descriure xarxes fluvials i, fins i

tot, talls cerebrals.

3.2.3.Corba de Koch

El creador d’aquest monstre va ser Niels Fabian Helge von Koch,
matematic suis al 1904. Va destapar aquest fractal a I'article “Sobre una corba
continua sense tangents, construible mitjancant geometria elemental”. Per

descriure aquesta corba comencarem considerant una recta horitzontal de
longitud 1. Si substituim la recta per quatre segments iguals de longitud 3 €S

., . N . . . 1
forma aixi la primera corba a la serie iterativa. Al sorgir 4 segments iguals en 3

de longitud, ens apareix un triangle equilater al centre, disposat com es mostra

a la figura:
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3.2.3.1.Construccié geometrica

Fins ara hem explicat que és la corba de Koch i hem mostrat la primera
. ., .. . . 1
iteracid on es pressuposa que en les segients iteracions cada 3 de segment

sera substituit per la iteracié anterior, com es mostra a la seglent série:

T
e

Cal destacar que la corba de Koch presenta una aparent longitud infinita
procedent del procés de construccio, ja que a cada procés d’iteracio la longitud

augmenta i, per tant, és infinita.
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Perd quan el numero d’iteracions incrementa la longitud de la corba varia,
aixi que la longitud no és una mesura clara per descriure aquesta corba, ja que

no és possible definir el limit d’'un nombre infinit d’iteracions.

Per altra banda també sorgeix el terme del floc de neu de Koch amb una
aparenca més coneguda. El floc de neu de Koch no és més que, en comptes
de partir d’'una linia, partir d’'un triangle equilater. El métode de construccio és el

seguent:

Si partim del triangle equilater esmentat, de costat 1, en cada iteracio
substituirem cadascun dels tercos centrals de cada segment pel triangle de
partida. Es a dir, dividirem cada segment en tres parts iguals i el ter¢ central
I'intercanviarem pel triangle equilater. Deixant, a la primera iteracio del floc, un
hexagon regular estrellat. Seguidament, repetim altre cop el procés en
cadascun dels 12 costats i, aixi successivament, fins a obtenir el floc de neu de

Koch. La serie esta disposada de la forma segient:

L

/\ - .
\/ ng P R

3.2.3.2.Propietats de la corba i del floc de neu de Koch

f{ng

A

La corba de Koch té les propietats seglents:

eLa longitud és infinita, perd no és un parametre per descriure la corba.

Tot i que la longitud és infinita, I'area que dibuixa és finita.

eLa corba de Koch no és derivable ja que les derivades de la funcid pels
extrems del vértex no coincideixen i, en no tenir la mateixa tangent, es justifica

gue no és derivable en cap dels punts.
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eLa corba de Koch no és llisa i no és diferenciable en cap part.

Les propietats del floc de neu contempla algunes caracteristiques de la

seva corba. Les propietats del floc son les seguents:

eEs una corba continua i tancada.

eNo és derivable, per la mateixa ra6 que la corba de Koch.

eDonats punts qualsevol, la longitud del seu arc entre ells és infinita.

eAquesta corba té un perimetre infinit tot i tancar una area finita.

3.2.3.3.Preséencia a la natura

»La corba de Koch descriu la irregularitat de les costes.

»La corba de Koch pot servir també com a model d’un floc de neu.

3.2.4.Triangle Sierpinski

Waclaw Sierpinski va ser un important matematic polonés que va dedicar
part de les seves investigacions a I'estudi de diverses formes fractals. El primer
fractal que va descobrir i origen dels seguents, és el triangle de Sierpinski al
1915. Es un dels exemples basics de conjunt auto-semblant, una de les
propietats fonamentals dels fractals. Aquest fractal és la iteracio de triangles
meés petits dins del triangle del que partim. Encara que va ser construit
inicialment a partir d'un triangle equilater, es pot fer la construccid a partir de

gualsevol triangle.
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3.2.4.1.Construccié geomeétrica

El triangle Sierpinski és creat a partir d’'un triangle, usualment equilater i,
de costat 1. Per aconseguir la seva primera iteracio hem d’agafar els punts

centrals de cada costat i tragar un triangle a través d’ells, formant un triangle

. . . N 1 ., . . .z
igual invertit perd de costat -. Aixi que a la primera iteraci6 ens queden quatre

triangles de costat % i el blanc és invertit. El procés és repeteix per la seguent
iteracid, de cada triangle negre, es traca un triangle a partir dels seus punts
mitjos. De la segona iteracié s’obtenen triangles inscrits de costat %. Per

aconseguir les seguents iteracions s’ha de repetir el procés dins dels triangles

negres, ja que el triangles blancs sén buits. La serie és la seguent:

A A
A A v Y
AA AA dadh A

AAAA““EE&E

Com abans ja hem esmentat, aquest triangle és un clar exemple de fractal
auto-similar. A més a més, en ser una figura plana tan simple com un triangle
ajuda a la interioritzacid de concepte i propietats dels fractals. Per aixd en
apartats anteriors n’hem fet referéncia i hem aconseguit arribar a la conclusié,

gue té una dimensio fractal de 1,585.

Per justificar-ho en farem una breu comprovacio. El triangle de Sierpinski
té un factor d'augment de 2 i 3 peces autosimilars, és a dir, que per cada
iteracio, cada triangle en negre divideix el seu costat 2 (factor d’augment) i
sorgeixen 3 trianglets dins del triangle iterat (peces auto-similars). En cada
iteracid augmenta la quantitat de factor d’augment i les peces auto-similars,
perd aquests sempre sén multiples de 2 i 3 respectivament. Aixi que podem
concloure que si tenim aquestes dades, i volem obtenir la dimensid, haurem de
dividir el logaritme de peces auto-similars entre el logaritme de factor

d’augment, justificada anteriorment.
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Log 3
Dim= —— = 1,585
Log 2

Pero Sierpinski no es va aturar aqui. Un cop trobat i descrit aquest
triangle, va voler buscar nous fractals, molt semblants al descobert amb formes

simples diverses.

Aixi que Sierpinski va agafar una altra figura plana basica i la va sotmetre
a iteracié. Ell va escollir el quadrat, una figura euclidiana coneguda per tothom.
Va partir del quadrat esmentat i el va dividir en 9 parts iguals, 9 quadrats d’ 1/3
de la longitud inicial del quadrat. La primera iteracid, consistia en extreure el
quadradet central i deixar una especie de marc al voltant d’'un quadradet buit.
La segtients iteracions patirien el mateix canvi, cada quadradet es dividiria en 9
quadradets més i s’eliminaria el central. Aquest nou fractal el va anomenar, la

catifa de Sierpinski, on seguidament en mostrarem la série:

Aquesta catifa de Sierpinski, pateix una curiositat sorprenent, si tracem
una linia paral-lela passant per un costat del quadrat, és pot obtenir el conjunt

de Cantor.

Per altra banda, Sierpinski, va desenvolupar una variant del mateix triangle de
Sierpinski, va crear el tetraedre de Sierpinski. Aquest és el mateix procés
iteratiu que el seu triangle perd de manera tridimensional. Es una manera

d’apropar encara més, la fractalitat a la nostra realitat.
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Anys més tard, al 1926 el matematic
austriac Karl Menger, va proposar una
segona manera tridimensional d’un fractal.
Menger va crear l'esponja de Sierpinski-

Menger, una variant de la catifa de

Tetraedre de Sierpinski Sierpinski. Aquesta és un cub amb les
mateixes propietats que la catifa de Sierpinski, on
cada cara es comporta com a tal. Per la seva
forma, també se 'anomena el cub de Sierpinski-

Menger.

Sierpinski, un gran amant d’aquests

monstres, va seguir provant noves iteracions amb

formes tradicionals com ara pentagons, hexagons
i octagons, i va seguir complementant els passos Esponja de Sierpinski-Menger
de Peano o Hilbert per cercar noves corbes que omplissin el pla. En sén un

exemple el seguent recull:

-
=

o s
]

[ -
b

3.2.4.2 Propietats del triangle i catifa de Sierpinski

Els dos fractals comparteixen les propietats seguents:
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el’area dels dos fractals és nul-la, ja que a cada iteracid la superficie
disminueix un 25% de la iteracidé anterior i sempre tendeix al 0, perque és

infinitesimalment petit.
oSi es traca una recta paral-lela en un dels costats d’'ambdds fractals, es
pot obtenir una figura semblant al conjunt de Cantor, en el cas del triangle de

Sierpinski, i el mateix conjunt de Cantor a la catifa de Sierpinski.

3.2.4.3.Preséncia a la natura

»A enginyeria, un exemple recent son les antenes fractals. Moltes
antenes estan compostes per una distribucié de petites antenes. Si la
distribucié és regular, 'antena presenta alt rendiment i si és aleatoria, ofereix
una estructura robusta. Sembla ser que un disseny fractal de I'estil del triangle
de Sierpinski combina les dues propietats. En el cas d'un sol fil, seguint la
forma fractal, aquest es doblega i permet empaquetar més fil en el mateix

espai, i la forma dentada genera capacitancia i inductancia extra.

»Patrons semblants al triangle de Sierpinski apareixen ja en certs

mosaics de segle Xlll de la catedral de Anagni, d’ltalia.

3.2.5.Corba del drac

Ens aturarem a la darrera corba, la corba del drac o el drac de Parc
Jurassic. Aquesta corba va ser estudiada per primera vegada al 1960 per tres
fisics de la NASA, Heighway, Banks i Harter i, popularitzat més tard per Martin
Grander a la columna de jocs matematics de la revista Scientific American. La
corba del drac és d’'una construccio simple i, jo la trobo personalment fascinant,

més endavant ho veureu.
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3.2.5.1.Construccié geomeétrica

Segons Grander, Heighway la va construir doblegant un paper. D’aquesta
corba, se’'n poden apreciar les seves iteracions inicials doblegant un paper. Aixi
que, partint d’'un full ens disposem a captar la idea de quina és la forma i

procés, per despres entendre la iteracio.
1.Agafar un full i observar-lo de perfil, per partir d’'una linia recta.
2.Doblegar el full per la meitat en forma de “V” (primera iteracio).

3.Tornar a doblegar el full per la meitat, el full ja doblegat (segona

iteracio).

4. Tornar a doblegar en el mateix sentit que I'anterior, tot el full doblegat,

per aconseguir veure la tercera iteracio.

5.Desplegar-lo fent que els plecs adoptin 90 graus, i ja tindrem la tercera

iteracio de la corba, mirant el full de perfil.

Vs

P

1rPlec| 2nPlec | 3rPlec F 4 4

A
v
A
v

Plegant full Desplegant full

Per aconseguir veure les primeres iteracions, hem d’observar-les abans
de doblegar les seglients iteracions. Per observar-ne més, seguir doblegant i

observant les iteracions posteriors.
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Pero els fisics no podien dependre del ' 2

paper, havien d’esbrinar quina era aquesta = ' ,' )
iteracio i quin patr6 seguia. Aquesta corba té S ' :**

diverses maneres de ser creada, una és .
‘¥
l'opcié anterior i una altra és I'explicada

seguidament.

Si partim d'una linia recta, podem iterar en cada cas reemplagant
cadascun dels segments per segments més curts i estan en angles rectes
entre si. Es a dir, a cada iteracié haurem de dividir cada segment en dos més
petits i rotar els dos segments 45 graus a dreta o esquerra perqué entre ells
quedi un angle recte. S’ha de repetir el procés per aconseguir la corba del drac.

Serie mostrada seguidament:

Els segments cada cop sén més petits i les formes s6bn més extravagants.

Aqui es pot apreciar que la linia negre més fina és d’on partim i que a cada
iteracio, en la que dividim cada segment en dos, en sorgeix una altra linia, la
més gruixuda. Pero la corba del drac no és aquesta, la corba del drac és
aguella que s’obté de moltes iteracions i que sempre ocupa el mateix espai.
Aquesta corba és un altre exemple d’una corba que cobreix el pla, com va
definir Peano, una linia unidimensional que ocupa un espai bidimensional. La

série amb més iteracions és la seguent:

INS Eugeni Xammar



El moén vist amb uns altres ulls: els fractals

Deixant un moment de banda les matematiques, expliquem una darrera
curiositat d’aquesta corba que la va fer més coneguda. Abans hem puntualitzat
que aquesta corba també podia anomenar-se drac del Parc Jurassic.
L’escriptor nord-america Michael Crichton, de Parc Jurassic, va utilitzar la corba
del drac d’'una manera enigmatica i suggerent a la seva obra. Cada capitol de
la novel-la estava encapgalat per un dibuix de la iteracié d’aquesta corba seguit
d’'un petit comentari de lan Malcom, un dels personatges de la novel-la, que la
seva professidé era matematic i especialista en el caos. L’argument del llibre
girava al voltant de la clonacié del dinosaures a partir del seu ADN i Crichton va
reproduir la corba com a metafora visual de la complexitat i inestabilitat

d’aquest proceés.

3.2.5.2.Propietats de la corba del drac

La corba del drac té les propietats seguents:

Es una corba d’una dimensié que ocupa dues dimensions.
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eArribat a un limit d’iteracions, la seva forma no varia més.

eDiferents corbes del drac amb mateixa iteracio, poden unir-se i els punts

no es creuaran. Es a dir, el seu perimetre és idéntic i encaixaran perfectament.

3.2.5.3.Preséncia a la natura

»Aquesta corba va ser utilitzada a I'encapgalament de cada capitol de la

novel-la Parc Jurassic, com a metafora visual del canvi d’ADN dels dinosaures.

»Ha sigut un estimulant a diversos camps de les matematiques, gracies a

les seves propietats fascinants.

3.2.6.Conjunt de Julia

Gaston Julia (1893-1978) va ser un matematic frances i gran estudiés de
la dinamica complexa. Julia va descobrir 4
un conjunt fractal al 1918 i el va
anomenar, conjunt de Julia. Aquest
conjunt no és un sol fractal, siné que és
el nom adaptat a un grandissim abast
de fractals amb propietats semblants i
nomeés diferents en la iteraci6. Aquest
matematic frances, va destapar un

enorme cami als propers estudiosos

dels fractals, entre ells Benoit

: »
g W

] ; Fotografia del matematic Gaston Julia
fractals. Aquest conjunt és la font

Mandelbrot, considerat pare dels

d’alguns dels fractals més interessants coneguts a I'actualitat.
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El conjunt de Julia és una forma fractal definida en un pla complex. El pla
complex €s una manera de visualitzar I'espai dels nombres complexos. Aquest
pla complex és un lloc on es pot determinar el lloc d’un punt o vector per mitja
de dos eixos. L’eix horitzontal mostra els nombres reals i I'eix vertical mostra
les components imaginaries per situar un nombre complex. Aquest conjunt
pero, s’obté de la iteracié de punts en el pla complex per trobar altres nombres

del mateix pla complex i, aixi formar graficament el fractal.
Aixi que podem descriure el conjunt de Julia com: un fractal compreés dins
d'un pla complex, el qual prové de la iteraci6 de nombres del mateix pla

complex.

3.2.6.1.Construccié geometrica

La construccié d’aquest conjunt no és pas una construccioé lineal com hem
observat en els anteriors fractals sind que prové d’una funcié iterada. El conjunt
de Julia (Jc), é€s un fractal definit al pla complex que es basa en la iteracio de la
formula f(z) = z? + ¢, on ¢ és un nombre complex (veure annex l). Aquesta
funcié també anomenada J., es compon d’'una part variable z a causa de la
iteracio i, una altra part fixa ¢, essent ambdues nombres complexes. Per obtenir
diferents conjunts de Julia, tan sols dependra de la part fixa c. Aixi que hi ha
tants conjunts de Julia com nombres complexos en el pla complex ja que per
cada nombre complex c, es defineix una conjunt de Julia diferent. La z només

varia el punt del pla complex amb la iteracié de cada conjunt especific.

Per comencar a iterar a partir de la funcié J;, ens cal un parametre inicial
en el qual ens basarem com a primer nombre a iterar (explicat en apartats
anteriors). El nombre complex del que partirem 'anomenarem z,, i les seves
iteracions aniran augmentant el subindex unitat a unitat (zo, z1, o, z3 ...) de
manera que la successid de nombres iterats tendira a quedar-se acotada a un

nombre o anar creixent cap a infinit.

Els nombres resultants provinents de la iteracio hauran de sortir al pla

complex en forma de punt. Per tant, si el punt z, pertany al conjunt de Julia el
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punt es pintara de color negre, mentre que si per contrari el punt iterat no surt a
Jc el punt es pintara blanc. Després de moltes iteracions el pla complex mostra
el fractal obtingut, en color negre. Tot i que actualment s’'usen un degradat de
colors per saber visualment si cada punt és més proper o llunya al nombre

acotat, al qual tendeixen les iteracions.

Per entendre-ho millor, ho representarem amb un exemple:

Partim de f(z) =z?+c, on el nombre fix és ¢ = 0,108 + 0,620 i el
nombre inicial a iterar és Zo = 1 + i. Per tant diem que construirem el conjunt

de Julia Jo,108+0,620i-

Comencem a iterar:

f(1+i) = (1+i)? +0,108 +0,620i = 1 —2i +i* +0,108 +0,620i = 0,108 —1,38i =
= 0,108 —1,38i| = 1,384

(0,108 —1,38i) = (0,108-1,38i)? +0,108+0,620i =
=0,011664 —0,13392i +1,9044i> +0,108 +0,620i = —1,784736 +0,48608i =
= |-1,784736 +0,48608i = 1,849

f(~1,784736 +0,48608i) = (—1,784736 +0,48608i)> +0,108 +0,620i =
= 3,1852825 —1,73504895i +0,236273766i2 +0,108 +0,620i =
= 3,057008734 —1,11504895i = |3,057008734 —1,11504895i| = 3,254

Els moduls del valor obtingut tenen un ordre creixent i si poguéssim veure
més iteracions observariem que aquesta successio té un ordre creixent
permanent i, per tant, t& un creixement cap a l'infinit. Com que un creixement a
I'infinit no és un nombre adequat perqué sigui dins un conjunt de Julia. Aixi que

aguest punt dins el pla complex sera blanc.

En aquest cas hem obtingut un punt fora del conjunt de Julia, mitjangant
un segon punt i la seva iteracio, volem aconseguir obtenir un punt dins del

conjunt.
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A la segona iteraci6 partim de f(z) =z?+c, on el nombre fix és
c = 0,108 + +0,620i i el nombre inicial a iterar és Zo = 0 + 0i. | igualment

diem que construirem el conjunt de Julia Jo 108+0,620i-
Comencem a iterar el segon:
f(0+0i) = (0+0i)? +0,108 +0,620i = 0,108 +0,620i = |0,108+0,620i| = 0,629
(0,108 +0,620i) = (0,108+0,620i)2 +0,108+0,620i = 0,011664 +0,13392i +

0,3844i% +0,108 +0,620i = —0,264736 +0,75392i |-0,264736 +0,75392il
=0,799

f(—0,264736+0,75392i) = (-0,264736+0,75392i)> +0,108 +0,620i
0,070085149 —0,39927953i +0,568395366i° +0,108  +0,620i
—-0,390310217 +0,22072047i = |-0,390310217+0,22072047i| = 0,448

f(—0,390310217 +0,22072047i) = (-0,390310217+0,22072047i) +0,108
+0,620i = 0,152342065 —0,172298909i +0,048717525i* +0,108 +0,620i
0,21162454+0,447701091i = |0,21162454 +0,447701091i| = 0,144

+

f( 0,21162454+0,447701091i) = (0,21162454 +0,447701091i)> +0,108
+0,620i = 0,044784945 +0,189489074i +0,200436266i° +0,108 +0,620i =
—0,047651321 +0,809489074i = |-0,047651321+0,809489074i| = 0,81

f(—0,047651321 +0,809489074i) = (-0,047651321 +0,809489074i)?
+0,108 +0,620i = 0,002270648 —0,077146447i +0,655272561i° +0,108
+0,620i = -0,545001913 +0,542853553i = |-0,545001913 +0,542853553i|
=0,769

Hauriem de fer moltes més iteracions per comprovar que de veritat el punt
pertany al conjunt de Julia pero, amb aquestes que tenim fetes en I'exemple,
podem veure que el modul no passa de 1, es queda restringit i no va

augmentant. Per tant, i per la informacié exterior, podem afirmar que el punt
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0+0i pertany al conjunt de Julia, Jo10s+0620i. AiXi que podem comprendre que

aquest punt és de color negre.

Aquest conjunt, vist graficament en un pla complex, tindria I'aspecte

seguent:

Com ja hem dit, actualment es representa amb molts colors i varia segons
la seva distancia respecte al punt al qual tendeix. Tot i aix0 hi ha infinitat de
possibilitats de conjunts de Julia amb multitud de colors, seguidament en

mostrarem graficament, uns quants:

C =0.285, 0.01i

3.2.6.2.Propietats del conjunt de Julia

El conjunt de Julia té la propietat segient:
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eAquest conjunt és connex al de Mandelbrot, és a dir, que té una relacio

estreta dins el pla complex. Més endavant en farem referencia.

3.2.6.3.Preséncia a la natura

El conjunt de Julia no té aplicacions a la natura.

3.2.7.Conjunt de Mandelbrot

Benoit Mandelbrot (1924-2010), possiblement el matematic més conegut
en relacié amb els fractals, ja que també n’és considerat el pare. Mandelbrot,
després de posar les bases dels
fractals va dedicar-se a estudiar el
conjunt de punts en el pla complex. Al
voltant del 1979, va descobrir el
conjunt de Mandelbrot, un fractal
excepcional. El va descobrir després
de llegir la feina de Gaston Julia, font
de la seva inspiracié. Aquest fractal
segueix molts passos del conjunt de
Julia ja que tenen una connexio en el
procés i resultats, posteriorment
explicats. El conjunt de Mandelbrot és

la representacié al pla complex d’un

conjunt de nombres complexos

e
. " . Benoit Mandelbrot, 2010
obtinguts d’iteracions.

El conjunt de Mandelbrot esta considerat com l'objecte geométric més
complicat creat, fins el moment, per 'lhome. La frontera d’aquest objecte és
molt enrevessada perd continua. Tan enrevessada que la seva dimensio

cobreix el pla i és 2.
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3.2.7.1.Construccié geomeétrica

El conjunt de Mandelbrot (M.) és un fractal que s'obté iterant un nombre
finit de funcions sobre el pla complex. Aquest conjunt esta format per totes les
funcions de tipus: f(z) = z? + c. On c és el nombre complex que estudiem, i z
és el valor que s'itera amb z, sempre igual a zero. Es a dir, per obtenir el
Conjunt de Mandelbrot iterem la funcio, partint sempre del zero, un nombre

determinat d’iteracions, on la ¢ ens indica la posicio del punt.

Aquesta férmula esta igual escrita que la del Conjunt de Julia i,
aparentment podria semblar igual, pero hi ha una diferéncia fonamental en el

significat de les variables.

Fixem-nos en que per a fer un conjunt de Julia el valor que indicava el
punt del pla era el valor inicial del que partiem per iterar (z,), pero en el conjunt
de Mandelbrot el valor que ens marca el punt del pla és el parametre c. Aquest
varia cada vegada que canviem de punt i en canvi, la z inicial, z,, sempre és
zero. Aixi, observem que cada valor de ¢ dbéna lloc a un polinomi diferent,

canvia la formula per cada punt del pla complex.

Aqui tenim una taula que ens mostra algunes diferencies entre els dos

conjunts, Julia i Mandelbrot:
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DIFERENCIES

Terme o variable comu Conjunt de Julia Conjunt de Mandelbrot

Atractor a escollir. Punt
Z gue ens mostra la L’atractor sempre és 0

posicio del pla complex

. _ Ens mostra la posici6
Es uUnic i exclusiu per
c . del punt al pla complex
cada conjunt o y
| varia per cada funcio

Nombre de conjunts Infinits, ja que depen de ¢ 1

Més precis amb un
Precisi6 / nombre determinat

d’iteracions més gran

Si iterem aquesta funcio per diferents valors de ¢ i sempre partint de z, =
0, ens adonarem de que per a alguns valors de c, resultats d’'una mateixa série
d’iteracio tendiran a un nombre determinat (restara acotada), mentre que per

altres valors tendira a infinit.

El conjunt de Mandelbrot, igual que el de Julia, es compon de nombres
complexos que el nombre resultat de les seves iteracions estigui acotat, és a
dir, que tots els nombres resultants tendeixin a un mateix nombre. Si el resultat
de les iteracions esta acotat, aquest formara part del conjunt de Mandelbrot,
mentre que si per contrari tendeix a l'infinit, restara fora del conjunt i es pintara
de color blanc. Aixi que el conjunt de Mandelbrot esta format per tots els punts

c del pla complex que tenen un resultat iterat acotat. Per exemple:

oSi de ¢ = 1 obtenim la successio: 0, 1, 2, 5, 26... aquesta és ascendent.

Com que la série d’iteracions no esta acotada, 1 no sera un punt de M.
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. Im[c]

eEn canvi, si ¢ = -1
obtenim la successio: 0, -1,
0, -1... aguesta és acotada i

per tant, -1 pertany a Mc.

Com ja hem comentat

abans, per obtenir el
conjunt de Mandelbrot cal
determinar préviament un Representacié del conjunt de Mandelbrot al pla complex
amb blanc i negre. S’aprecia com -1 pertany al conjunt,
nombre finit d’iteracions. mentre que 1, no.
Aquesta condicié suplementaria es va establir, ja que el conjunt de Mandelbrot
s’obté d’infinites iteracions per concloure si aquell punt tendeix o no a un
nombre acotat. Com que el problema era linfinitat de calculs, es va establir un
nombre determinat d’iteracions per poder saber si és o no punt del conjunt.
Aquest nombre determinat d’iteracions 'anomenarem p. Per altra banda, quan
meés gran sigui p meés detallat sera el grafic i les propietats fractals del conjunt

seran més visibles.

] il

10 iteracions per pixel 12 iteracions per pixel 15 iteracions per pixel

20 iteracions per pixel 50 iteracions per pixel 500 iteracions per pixel

Imatges digitals calculades per ordinador, amb diferent nombre determinat d’iteracions.

Per que un punt formi part del conjunt de Mandelbrot, hi ha una darrera

condicid, ha de tenir un modul inferior a 2. Es a dir, si al finalitzar totes les
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iteracions, el nombre complex resultant de qualsevol iteracio €s més petit que 2
(té un modul inferior a 2) llavors acceptem que aquell punt pertany al conjunt de
Mandelbrot. En canvi, en el moment en que el resultat d'una de les diferents
iteracions sigui més gran que 2 (tingui un modul superior a 2), entendrem que

aquell punt no pertany al conjunt de Mandelbrot.

En cas de que utilitzem més de dos colors per a representar el conjunt de
Mandelbrot, si ¢ pertany al conjunt el pintarem de color negre perdo en cas
contrari, li assignem un color diferent segons la velocitat amb la que tendeix a
l'infinit, és a dir, la diferéencia de colors segons el modul de cada iteracio,

superior a 2.
El resultat de tot aquest complex métode és una estructura molt
complexa, especialment a les fronteres de la figura, on es pot veure facilment la

propietat d'auto-semblanca.

3.2.7.2.Auto-semblanca del conjunt de Mandelbrot

Una propietat fonamental de tot fractal és l'auto-semblanca, al qual fa
referéncia que una mateixa forma d’aquest sigui present en diferents relacio
d’'escales. Es a dir, que una mateixa forma grafica o imatge es repeteixi a
infinites escales. Per altra banda, una altra caracteristica del fractal és que
qualsevol part del conjunt pot designar la totalitat del fractal al pla complex, ja

gue conté informacio de la funcio i iteracié.

El conjunt de Mandelbrot també compleix aquesta propietat i ho fa amb
una gran bellesa visual. Seguidament tenim un exemple on cada dibuix
representa I'ampliacié de I'anterior. La série és de dreta a esquerra i de dalt a
baix. Aquesta mostra I'auto-semblanca del fractal, per mitja de la forma total del

conjunt de Mandelbrot:
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A la série anterior s’aprecia una lleugera deformacié en les formes auto-
semblants més ampliades respecte la inicial. Cada forma auto-similar sera
lleugerament diferent, ja que el nombre d’iteracions és finit i perd part de

precisio. Tot i aixi aquests clons quasi identics es van repetint infinitament.

Tot i la auto-semblanca mostrada, el conjunt de Mandelbrot és conegut
com el fractal més complex obtingut fins els nostres dies i aixd comporta la
seva irregularitat ordenada. Per tant, la seva auto-semblanc¢a no s’atura aqui, ja
que la frontera del conjunt conté increibles formes, totes infinites, auto-

semblants, i espectaculars. Seguidament en tenim un recull:
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Pero aquestes formes estan disposades a diferents punts del pla complex

i com abans hem dit, aquest punt ve determinat pel valor c. També hem vist
gue aquest valor era diferent al conjunt de Julia que al de Mandelbrot, pero per
contra la férmula era la mateixa. Aixi que si els dos conjunts tenen un punt de
connexio (la formula), alguna relacio han de tenir. Doncs si, el conjunt de Julia

és connex al conjunt de Mandelbrot, és a dir tenen un relacié estreta.
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Al conjunts de Julia es diferencien per c, i al conjunt de Mandelbrot c és el
valor que determina el punt. Aixi que relacionant aquest valor comd, ens sorgira
la connexid. Aquesta relacié donada per ¢ ens justifica que per cada punt ¢ del
conjunt de Mandelbrot hi ha un conjunt de Julia. A la imatge seglent es pot

apreciar els diferents punts de Mandelbrot i el conjunt de Julia corresponent.

Actualment navegant per Internet, podem observar una gran quantitat de
programes informatics o aplicacions virtuals, que ens permeten observar totes
les propietats i curiositats del conjunt de Mandelbrot, des de diferents iteracions

fins a la relacié entre conjunts de Mandelbrot i Julia.
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3.2.7.3.Propietats del conjunt de Mandelbrot

Les propietats que té el conjunt de Mandelbrot son les seglents:

oEl conjunt de Mandelbrot és connex, €s a dir, €s impossible dividir-lo en

dos peces que no tinguin cap relacio en comu.

oAl conjunt de Mandelbrot podem anar d’'un punt a un altre del conjunt
mitjancant un cami continu que passi per tots els punts del conjunt de
Mandelbrot, és a dir passant per la frontera del fractal.

eAquest conjunt és compacte, és a dir, tancat i acotat.

oE| fractal sencer ocupa el pla i, per tant, la seva dimensié és 2, mentre

que la seva frontera té dimensi6 1
eEl conjunt de Mandelbrot és connex al conjunt de Julia, estan
estretament relacionats. Es a dir, que els diferents conjunts de Julia es poden

trobar al conjunt de Mandelbrot segons els diferents valors de c.

3.2.7.4.Preséncia a la natura

»El conjunt de Mandelbrot després de seguir els passos del de Julia és

'impulsor d'un gran grup de fractals anomenats fractals al pla complex.

L'estudi d'aquest conjunt té forca importancia en el terreny de les
matematiques superiors en el que es coneix com a estudi de Sistemes

dinamics en variable complexa.
Darrerament aquest tipus de fractals s'han “popularitzat” degut a la gran

complexitat i la atractiva estetica de les imatges creades amb metodes

relativament simples ja que avui en dia hi ha molts programes que els dibuixen.
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3.3.Aplicacions dels fractals a diferents ambits

Pot semblar que els fractals s6n purs monstres matematics sense cap
utilitat. Tot i aix0, s6n eines amb gran poténcia per afrontar I'estudi de
fenomens complexes i, més propers a nosaltres, del que ens pensem.

Seguidament veurem unes quantes aplicacions.

3.3.1.Naturalesa

Fins ara hem vist fractals generats artificialment. Pero, existeixen a la
natura? Segons paraules del pintor Paul Cezanne: “Tot a la natura pot veure’s
en termes de cons, cilindres i esferes”. Es tracta d’una referéncia de la seva
Visio pictorica, que el nostre cap ho visualitza com a descripcié de la geometria
tradicional, I'Euclidiana. Mandelbrot, en desacord d’aquelles paraules i partidari
de la visi6 irregular, contesta: “Els nuvols no son esferes, les muntanyes no sén
cons, les costes no son cercles, I’'escorga dels arbres no és suau i res, excepte
la llum, viatja en linia recta”. Si el missatge de Mandelbrot és que la naturalesa

respon millor a una descripcio fractal, seria convenient comprovar-ho.

Dins de la natura hi ha dues maneres de veure el comportament fractal,

frontera o ramificacio.

eLa frontera és aquella que esta en
contacte amb dos medis o0 superficies.
Resseguint el contorn de la frontera, veiem
que és irregular i se’'ns mostra una corba,
normalment amb auto-semblanca estadistica.
En s6n un exemple: les muntanyes, costes,
navols, vent, fossils, galaxies i fins i tot el cos

huma o les ones.

Costa fraccionada amb comportament
fractal
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Per qué les considerem que son fractals? Les fronteres son considerades
fractals perque la seva dimensio és fraccionaria. Qualsevol corba té dimensio
fractal, ja que esta compresa entre una linia recta i un pla. Com que no és cap
dels dos i la dimensio de la recta i pla és respectivament 1 i 2, la seva dimensi6

sera fraccionaria, entre 1 i 2.

Tambeé és fractal perque la seva auto-semblanca és estadistica, la qual
vol dir, que la seva figura no es repeteix a diferents nivells de l'infinit perod si els
nombres que el componen. Aixi que concloem que les fronteres naturals, son

fractals. A la part practica es podra apreciar matematicament.

Perd no sempre ens hi podem adrecar com a fractals, perque no tothom
els considera fractals, ja que la natura és finita, i els fractals son infinits. Per

tant, direm que es comporten com a tal.

eLa ramificacié és la segona manera en que es comporten els fractals
naturals. La ramificaci6 és en aquells casos en que es produeix una auto-
semblanca. En sén un exemple: les plantes, arbres, aliments, llamps, rius, neu,

animals i altre cop parts del cos com: vasos sanguinis o la xarxa neuronal.

Aquesta auto-semblanga no és com [l'anterior, purament numeérica a
diferents escales, sind que és la repeticié d’'una forma a diferents nivells de
linfinit. Aquesta s’anomena auto-

semblanca quasi-idéntica.

Les ramificacions tampoc poden
considerar-se fractals purs, ja que també

formen part de la natura i aquesta és

i g finita. Per tant, a la natura els

‘ a comportaments sén fractals perd no

Ramificacio d'un arbre fractals purs.

Hi ha una immensa varietat d’objectes amb comportament fractal a la

natura i en volem mostrar unes quantes graficament.
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“Com si de les arteries dun
violent i luminic déu es tractés, els
llamps accedeixen espontaniament a
un algoritme fractal en questio

d’instants per després dissoldre’s”

“Moltes plantes segueixen

- férmules recursives com a
patré, com ara venes de fulles i

generacio de branques”

......

“Els tracats generats per el
pas del riu Colorado al llarg de
milions d’anys, han dotat al Gran
Canyon amb un sublim disseny

fractal”

“La barreja d’'objectes

irregulars o objectes amb
comportament fractal, s6n
plasmats als paisatges.

Neu, muntanyes, nuvols

”
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La natura comprén una immensitat d’objectes fractals. Els perfils i
esquerdes d'un massis muntanyds presenten auto-semblanca fractal, igual que
un bosc de falgueres o el delta d'un riu. S'ha comprovat que la propagacio d'un
incendi forestal, en una plantacié ordenada d'arbres, segueix una conducta

fractal.

3.3.2.Ciencies cientifiques

Com hem dit abans, els fractals s6n una eina molt potent per a la recerca i
investigacié d’enigmes cientifics. Aquests s’usen per les seguents ciéncies

cientifiques:

La biologia i medicina és un dels camps en els que els fractals es fan
servir més. Malgrat que fa poc temps que s'utilitza, cada cop és més present a
la manera d’analitzar les formes dels organs i les maneres d’observar el cos

huma.

Fins fa poc la biologia utilitzava els patrons de la geometria euclidiana,
perd des de que es coneixen els fractals, aixd ha canviat. Els sistemes i
processos biologics son tipicament caracteritzats per molts nivells d'estructura,
amb la qual cosa el mateix patr6 general va sent repetit en diferents nivells. Els
vasos sanguinis, la xarxa neuronal s6n exemple de ramificacions dins el nostre
cos, pero també tenen propietats fractals en la manera d’arreplegar-se. Gran
quantitat d’elements com ADN, neurones o venes es repleguen per ocupar el
menor espai dins del cos i mantenir la seva funci6. Aquestes propietats

segueixen un patro fractal.

Una explicaciéo d’aquests és el sistema circulatori. Aquest esta constituit
per una infinitat de ramificacions tubulars, que van des de la mida de les
artéries i venes principals als capil-lars més infims de les cél-lules. Per
aconseguir que cap cel-lula quedi sense subministrament, el nostre sistema

circulatori és capac d'empaquetar en el volum d'una persona un sistema de
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tubs en el que si poguéssim col-locar en linia recta tots els vasos sanguinis,
donaria la volta al globus terraqlii set vegades. Tot i aixi aquest entramat tan
sols ocupa un 3% del volum total del nostre cos! Una cosa semblant podem dir
de sistemes com el nervios, els conductes de la bilis o el sistema limfatic. En el
cas dels nostres intestins, els replecs a diferents escales, permeten que la

superficie d'absorci6 s'incrementi espectacularment.

El sistema de ramificacid6 dels
nostres pulmons és lleugerament diferent.
La nostra traquea pateix una primera
divisi6 en dos tubs, els bronquis, que
seguidament se subdivideixen cadascun
en dos bronquiols i aixi successivament,

fins arribar al nivell dels alveols. Per

aguest metode aconseguim oxigenar-nos,
i dipositar de la millor manera uns vasos

Dibuix de bronquis i bronquiols d'un ]
pulmé huma necessaris.

Per altra banda, la manera de mantenir la informacié del nostre cos és
molt enginyosa i a la vegada practica. El nostre cos emmagatzema la
informacié necessaria per viure, com pot ser amb I'ADN, immunitzacié de
malalties, informacié neuronal, perd totes aquestes informacions no estan
sempre desenvolupades. ElI nostre cos ha elaborat un sistema
d’emmagatzematge fractal, on arreplega la informacié de manera ordenada
dins els genomes, i quan té la necessitat de desplegar-lo ho fa. En cas contrari
i, siné necessita la informacié, aquesta roman plegada i, aixi ocupa menys

espai.

Com hem vist la natura és molt savia, pero si tan util és, per qué no
aplicar-ho a nous métodes medics? Efectivament, algu hi devia pensar i,
actualment les noves tecnologies, amb l'ajuda dels fractals, han canviat la

medicina.
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Amb l'ajuda d’'un monitor es poden predir
algunes malalties, ja que a partir d’escaners que
realitzen una ressonancia magnética nuclear, es
poden veure 0ss0s, muscles, vasos 0 organs
de manera fractal al monitor. Aquests ajuden a
la investigacid i a detectar malalties. En son
exemple un TAC (Tomografia  Axial

Computaritzada) o una mamografia. Un darrer

TAC huma

exemple de maquina medica, molt vinculada

amb fractals, €s una maquina de ritme cardiac, ja que aquest és aleatori.

Aquestes maquines ens s6n molt Gtils a la medicina, perquée ens ofereixen
nombroses avantatges funcionals. Els sistemes cadtics son capagos d’operar
sota una amplia gamma de condicions i, son adaptables i flexibles. Aquesta
plasticitat permet als sistemes mostrar les dades d’'un ambient impredictible i

canviant.

Una altra ciéncia ajudada pels fractals és I’astronomia. Comencem fent

referéncia a I'anell de Saturn, descoberts per Galileu.

Aquest anell sempre ha estat motiu d’especulacio entre astronoms de tots
els temps. Més tard, amb la millora de telescopis, es va descobrir que I'anell de
Saturn no era consistent sin6 que estava format per un seguit d’anells
concentrics, separats en una successio curiosa de distancia. Anys després,
amb l'ajuda de les fotografies de Voyager, es va saber que els anells de Saturn
estaven fets d’aglomeracions de milions de petites llunes. També es descobri

que els anells seguien un patré canotria, propi de Cantor.

Els fractals també son presents a la lluna. El nostre satél-lit t& una
caracteristica coneguda. En no estar poblada i no tenir atmosfera, I'escorga ha
anat evolucionant naturalment. En comparaciéo amb la lliure evolucié, la lluna és
un satel-lit caracteritzat pels craters, de multiples mides i formes. Aixi que si
practicament no hi hem posat més que els peus, aquests craters han hagut

d’estar fets per asteroides. Fins aqui no hi ha cap relacié amb els fractals, pero
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aguest fenomen és estudiat per una disciplina, teoria de fractures. Aquesta
teoria estudia la distribucié dels trossos de roca destrossats per la col-lisio, amb

I'ajuda de fractals.

Pero sens dubte, el punt fort dels fractals dins la cosmologia, és la
repartici6 de materia a I'espai.
Segons les lleis relativistes,
lespai hi ha acumulacions de
planetes en una mateixa Orbita
que formen una galaxia, i un
conjunt delles que formen

l'univers. Aquests son cumuls

dins de supercumuls que, com un

Galaxia amb cumuls i supercumuls de planetes

fractal, es van disposant en

diferents nivells de la infinitat amb una certa auto-semblanca.

No podia fallar la fisica, ja que si sabem que a la natura hi ha
comportaments fractals i la fisica és I'estudi dels comportaments de la natura, a

un lloc o altre ha de sortir.

Els fractals sén presents a la transicié de fase del magnetisme. Aquesta
és la transformacio d’'una fase a una altra d’un sistema termodinamic, provocat
pel magnetisme. Es a dir, és lintercanvi de calor produit per un sistema

magnetic.

Una altra aplicaci6 és el bombardeig de particules d’aire a una sola
particula del moviment brownia. Es a dir, el bombardeig de milions de
petitissimes particules d’aire a una sola particula de moviment brownia una
particula que es mou pel fluid aleatoriament. Cal recordar que el moviment
brownia, és un moviment fractal i, per tant, el bombardeig anterior també és el
recorregut d’'un cami fractal. EI cami recorregut té una dimensio propera al 2,
aixi que el seu moviment es comporta com una corba unidimensional que
cobreix un espai bidimensional. Aquest comportament és molt semblant al de

les particules subatomiques.
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El darrer comportament fisic prové del vent. El calcul fractal ve del
comportament d’aeronaus quan aquestes tenen turbuléncies provocades per

fortes rafegues variables de vent.

La meteorologia és un altre camp on s'apliquen els fractals. Els
fenomens meteorologics tenen un comportament fractal. A I'hora d'estudiar la
previsio del temps és important
tenir en compte la teoria dels
fractals. Es impossible preveure
el temps que fara a llarg termini.
Els navols es comporten de tal
manera que un canvi molt petit
pot provocar grans canvis dins
un termini relativament curt. Es
important conéixer el que passa Nuvols, es comporten com a fractals
amb els fractals perque, quan els meteorolegs miren quin temps fara, han de

tenir en compte el maxim de condicions inicials possibles.

La geologia i topografia son dues ciéncies que estudien el relleu i la
seva forma. L’estudi de falles, conques dels rius, creacié de mapes, correccid
de costes, sismes o moviment de plaques, sén un exemple de I'estudi amb

fractals.

La geologia estudiara el relleu i el comportament d’aquest. Amb I'ajuda
dels fractals és pot preveure o calcular un terratremol, el moviment de les

plagues tectoniques, I'erosio dels rius o models de formacio geolodgica.

Per altra banda, latopografia és un camp en que també s'aplica la
geometria fractal. A I'hora de fer mapes s'ha de coneixer la propietat fractal de
la costa i la seva possible dimensio fractal. Els mapes no poden ser mai
exactes del tot i, si la costa té dimensio fractal considerable, sempre hi ha

problemes que cal minimitzar.
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3.3.3.Tecnologia

Les aplicacions fractals vora la tecnologia rodegen majoritariament els

camps del disseny, la compressié d'imatges i les telecomunicacions.

Dins I'enginyeria, les antenes son objectes senzills en aparenca, pero el
seu disseny i fabricacid estan basats en les equacions de Maxwell per
I'electromagnetisme, la qual cosa comporta certa complexitat. Fins i tot els
receptors més avancats depenen sovint d'un simple fil penjant, que no es

diferencia de les primeres proves de transmissio de radio, fetes per Marconi.

Els fractals milloren el disseny d'antenes basicament per dos motius:

El primer és perque poden millorar el funcionament dels conjunts
d'antenes. Moltes antenes semblen estar
compostes d'una Unica i independent antena,
pero en realitat estan compostes de formacions
de centenars de petites antenes.
Tradicionalment aquestes antenes meés petites

son col-locades de forma aleatoria o de forma

Antena fractal ordenada.

Perd Dwight Jaggard i el seu equip de la Universitat de Pensilvana, han
descobert que una col-locacié en forma de fractal pot combinar la robustesa
d'una col-locacié aleatoria amb I'eficiencia d'una ordenacié coherent. "Els
fractals son el pont que omple els buits", comenta Jaggard, “Tenen un desordre
a curt abast i un ordre a llarg abast ". Fins i tot les antenes independents es

beneficien de tenir una forma fractal.

El segon motiu és perque la forma fractal pot ser beneficiosa fins i tot per
antenes aillades. Nathan Cohen, un radio-astronom de la Universitat de
Boston, va desenvolupar una patent amb fils doblegats seguint la forma de les

corbes de Koch o dels triangles de Sierpinski. En replegar aixi Il'antena
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s'aconsegueix no només allotjar la mateixa longitud en un espai sis vegades
menor, sind que la seva forma dentada genera
capacitancia i inductancia addicionals, fent
innecessaris la complementacié d’altres elements

externs.

Per altra banda, a casa nostra també s’esta
desenvolupant sobre el tema. Un equip
d'enginyers de la Universitat Politecnica de
Catalunya (UPC), esta investigant sobre les

antenes fractals duals per a telefonia mobil.

Antena fractal

Les antenes fractals perqué funcionin perfectament, segons Cohen i
Robert Hohlfeld, han de complir dues condicions: han de ser simétriques
respecte a un punt i, han de ser similars a si mateixa, condicions

indispensables per ser fractal.

La informatica també usa fractals, aplicables en la compressio de dades i

arts grafiques.

La compressié de dades és la reduccid del volum de dades tractables per

representar una determinada informacio utilitzant la menor quantitat d'espai.

L'espai que ocupa una informacio codificada es mesura en bits, per tant,
com més bits tingui major sera la mida del fitxer. No obstant aixo, la resolucio
ve imposada pel sistema digital amb que es treballa i no es pot alterar el
nombre de bits a voluntat, per aixo, s'utilitza la compressio per transmetre la

mateixa quantitat d'informacié en un nombre inferior de bits.

Si sabem que després d’'una compressid el codi resultant tindra menor
mida que l'original, es que en algun lloc o altre s’ha hagut de retallar informacié.
Aixi que, la compressié de dades es basa fonamentalment a buscar repeticions
en series de dades per després emmagatzemar només la dada al costat del

nombre de vegades que es repeteix. Aixi, per exemple, si en un fitxer apareix
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una sequéncia com "AAAAAA", ocupant 6 bytes es podria emmagatzemar
simplement "6A" que ocupa nomeés 2 bytes.

En realitat, el procés és molt més complex, ja que rarament s'aconsegueix
trobar patrons de repeticio tan exactes. S'utilitzen algoritmes de compressio,
que procedeixen a buscar algoritmes matematics segons punts iguals i

diferents.

Per altra banda, la compressio ens elimina dades que poden ser

irrellevants o rellevants, segons els diferents tipus de compressio.

Quan parlem d’'imatges comprimides, en general s'aconsegueixen molt
bons resultats, perd no és apropiat aplicar-ho a imatges meédiques, ja que
aguest procés no aconsegueix assolir els nivells acceptables de fiabilitat que es

requereixen per als diagnostics medics.

Finalment, les arts grafiques també utilitzen els fractals. Actualment, els
paisatges virtuals s6n molt presents a pel-licules, fotografies o videojocs.
Originariament es coneix com a paisatge fractal. Aquesta és una forma en la

qual es vol representar virtualment i que la seva dimensio és entre 2 i 3.

Per a construir aquests tipus de paisatges basicament se subdivideix un
quadrat en quatre quadrats iguals i, aquests quadradets, s’articulen per costats
i veértex per adoptar la maxima forma del paisatge escollit. Seguidament cada
quadre anterior es torna a subdividir, adoptant altre cop el contorn del paisatge,
perd ara més detallat. El procés es repeteix recursivament en cada quadrat fins

que s’aconsegueix el nivell de detall desitjat.

i
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Encara que els paisatges fractals semblin naturals a primera vista, no

reprodueixen les funcions geologiques i climatiques reals.

Els paisatges fractals
tenen aplicacions en
el cinema. Actualment, Ila
majoria de decorats de les
pel-licules, com ara Avatar,
es fan mitjangant fractals.
Els és més facil a partir de

funcions matematiques

Paisatge fractal de la pel-licula Avatar

obtenir decorats mitjancant

I'ordinador que no pas fent-los d'una altra manera.

3.3.4.Art

Des del punt de vista de les arts podriem dir que un fractal és basicament
I'expressio visual o auditiva i, fins i tot, espacial (amb qualsevol tipus de

dimensiod) d'una expressio matematica.

La particularitat de la creacio artistica amb fractals és que l'algoritme de la
férmula ens condueix a una progressié ascendent o descendent de la mateixa.
Es a dir, que les caracteristiques de les expressions artistiques es
representaran amb una progressio ascendent o descendent. En el cas
d'imatges o expressions visuals sera el cami que segueixen cap a l'infinitament
gran o cap a linfinitament petit. Tot i aix0, els fractals no només son a les
imatges, sind que compren masica, escriptura, dibuix i fins i tot escriptura o

poesia.

Els fractals possibiliten crear nous mons en noves dimensions, jugar amb
el caos i l'aleatorietat. La visualitzacio d'aquest concepte de l'infinit, del tot, del

no-res, de I'Univers, aquesta abstraccio espiritual és polida pels artistes. Pot ser
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amb o sense llapis, plasmat en un medi fisic o interpretat per la imaginacié
infinita dels lectors, bé escoltat o bé amb I'ajuda d’un ordinador. Mitjancant I'is

de tecniques fractals, podem aconseguir tot aixo.

Els fractals poden ser presents a la musica, quan es barregen qualitats
deterministes i aleatories per produir un nou so o melodia. Es possible crear
aquesta musica ja que s’assignen sons determinats a valors concrets del
fractal. Aixi que les notes poden ser establertes pel valor d’'un fractal o ser
igualment establertes a un valor, pero aquest és aleatori. D’aquesta manera i,
amb l'ajuda de propietats com la recursivitat, la iteraci6 i 'aritmética complexa,

es poden crear composicions.
Tenim un exemple de la possible iteracié musical:

Tots els instruments d’'una orquestra comencen tocant una melodia

simple. De sobte, mitja orquestra comenca a interpretar a partir de la meitat de

. . ", , . 1 .
la melodia. Llavors, la meitat de la mitja orquestra, és a dir, : d’aquesta canvia

1 .3 . , ;. Lo . . .
als punts el de la melodia. Més tard, cada music es divideix, i al final cada

instrument esta tocant la can¢d completa, perd cap alhora. De manera que tot

el so seria completament caotic, perd amb un mateix patro.

A la xarxa es poden trobar alguns exemples forca interessants de musica
fractal, obtinguts d'assignar uns determinats valors de nota i durada del so en
funcié dels diferents punts d'un fractal (per exemple, el de Mandelbrot). Fins i
tot hi ha obres de Beethoven, Bach o Mozart que mostren una successio

ascendent o descendent de la posicié de les notes.

També hi ha fractals a la creacié de dibuixos i imatges, per ordinador o a
ma. Pintures decoratives, dibuixos infinits o bé fascinants imatges fractals per

ordinador, sén propies de técniques fractals.

Pintors abstractes com Dali, Pollock o Escher van dibuixar, probablement

sense saber-ho, auténtics dissenys fractals.
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Maurits Cornelis Escher (1898-1972) va ser un dibuixant holandes. Els
seus gravats i dibuixos van omplir molts marges de llibres. Pero a les litargies
d’Escher presenta nombrosos trets fractals tot i que es desconeix si va

investigar i es va documentar sobre el tema.

Sense ser matematic, les seves
obres mostren un interées i una
profunda comprensio dels conceptes
geometrics, des de la perspectiva i
amb figures corbes, passant per la
divisio6 del pla en figures iguals.
Sense ordinadors i sense coneéixer
els fractals va realitzar nombrosos
gravats que ens suggereixen
artisticament les progressions cap a

l'infinit. Es va interessar també per

les construccions impossibles.
Dibuix Escher anomenat "snakes", 1969

En el seu honor van néixer els fractals "escherianos”, va ser com un petit
reconeixement que se li va fer ja que ell els va descobrir sense necessitat de

formules matematiques, només amb la seva imaginacio.

Sense ordinadors i durant segles, I'ésser huma ha utilitzat patrons
geometrics repetitius seguint models fractals com a elements decoratius en
retaules, en marges de llibres i arquitectura. Un exemple molt grafic pot ser I'art
decoratiu arab, basat en la repetici6 de motius geometrics o els exemples que
trobem en l'art africa. Un altre, el mosaic del sol a la cripta de la Catedral
d'Anagni (Italia), que va ser construida I'any 1104 i esta format per triangles de

Sierpinski.

Finalment els ordinadors també han aportat el seu granet de sorra, amb
programes informatics com Apophysis o Ultra Fractal es poden fer imatges amb

tecniques diverses, canviant parametres, geometria de triangles o amb
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transformacions aleatories. Artistes com Linda Allison o Robert William utilitzen
programes informatics  per
obtenir imatges fractals i
componen veritables obres d'art

amb elles.

El treball “The fractal
Alhambra Project” va consistir
en reproduir parts de I'Alhambra
amb fractals i els resultats van

ser impressionants. Fractal obtinguda per ordinador

També hi ha preséncia fractal a 'arquitectura. Alguns dissenys caotics
sén considerats tecniques fractals, ja que consten de contorns amb corbes molt
irregulars vinculades als fractals. En addicié, s'aprecien patrons recursius i

formes auto-similars.

En arquitectura es pot observar la Sagrada Familia de Gaudi, o els detalls
extremats del barroc com veritables fractals. Les catedrals gotigues sén bons
exemples de visio intuitiva fractal, ja que tenen tres nivells jerarquics de voltes

arquitectoniques.

Fins i tot, Benoit Mandelbrot escriu sobre la Torre Eiffel en el seu llibre
The Fractal Geometry of Nature: "La meva impressié é€s que la torre que
Gustave Eiffel va construir a Paris, abans de coneixer les idees de Koch, de
Peano, i de Sierpinski , incorpora deliberadament la idea d'una corba fractal

completament en l'estructura dels ramals ascendents de la torre .

Ramén Dachs proposa una escriptura fractal. Per sorprenent que
sembli, Ramon Dachs va crear una nova manera d’escriure considerada fractal,
ja com el seu nom indica és fraccionat. Es a dir, proposa una manera d’escriure
fraccionada, on participen paraules independents en els vertex de triangles. Per
formar noves paraules i aixi iterar, cal que dos triangles oposats es trobin i

buscar una paraula que encaixi entre cada parell de vertex. Aguest metode
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dona una solucié al conflicte entre les dues matéries dels vértex i, no sempre hi

ha una possible solucié. El seglent n’és un exemple:

Forat Trencat Mur
Mur
Forat Trencat
Enguixat Pegat
Brag Tela
Esquerda Ferida
Tela
Brag Esquerda

Finalment, la poesia ha estat Gltimament intervinguda per poemes en
relacio als fractals. L’anomenada poesia fractal sempre va acompanyada d’una
0 més imatges i tracta sobre la descripcié poética d’'un ambient on els fractals
ocupen certa part del poema o els sentiments que suggereixen a l'autor, la

figura fractal en questid.
Un exemple és el poema seguent:

Hexagonal copo de nieve
celando arcanos de frios inviernos
como los llantos de los mendigos

gue de tan algidos ya ni se asoman

de sus pupilas languidecientes

Felipe Antonio Santorelli

Segons l'autor fa referéncia a I'hivern, on mostra una visié de la neu des
d'un punt de vista fractal. Els flocs de neu i pupil-la de l'ull tenen

comportaments fractals, com es mostra a les imatges.
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3.3.5.Economia

Les representacions economiques sén generalment de series temporals, i
dins d'aquestes les més populars son els grafics relacionats amb els mercats
financers de valors, de divises, de futurs i altres. | els grafics d’aquests tenen un

clar comportament fractal.

Els analistes financers utilitzen per prendre les seves decisions d'inversio
dos metodes: l'analisi fonamental basat en l'analisi economica, estudi de la
marxa de les empreses, dividends, rendibilitat ... i I'analisi tecnica mitjancant
I'estudi dels grafics. Dins d’aquest hi ha un altre analisi basat en les ones

d'Elliott o al fractal inestable d'Elliott.

Ralph Nelson Elliot
al 1930 va donar a
coneixer la seva
investigaci6  coneguda

com la teoria de les ones

de Elliot, en la qual

25

descriu el moviment dels

mercats financers amb 0

2/25/2008 5/19/2008 8/11/2008 11/03/2008 1/26/2009 4/20/2009 7/13/2009 10/05/2009 12/28/2009

ones d'avang | COI’I’ECCIé [ =——EUASPrice (€ —DJES ----SP500 =----SPAO ——SSECI |
Font: epubs.scu.edu.au
Elllot va dlr que Cada Exemple de gréflc borsari

ona d'avan¢g es compon d'ones d'avanc i correcci6 meés petites. Elliot va

descobrir un fractal sense coneixer el concepte.

Va ser en la década dels 80 del passat segle XX quan John Ehlers va
presentar el sistema MESA (Maximum Entropy Spectral Analysis), Analisi
Espectral d’Entropia Maxima, i des d'aquest moment es va comencar a usar els

sistemes no lineals per a I'analisi del mercat.

Si existeixen les esmentades ones o no és una cosa discutible, si

permeten predir I'evolucio futura dels mercats també, pero que el llistat borsari

INS Eugeni Xammar

79



El moén vist amb uns altres ulls: els fractals

és un fractal aixo és innegable, sind agafeu un grafic setmanal, i hi trobarareu

impulsos i correccions molt similars a les que podria trobar en un grafic diari.

3.3.6.Ciencies socials

Els models fractals s'estan aplicant als diferents camps de les ciéncies
socials. Els fenomens socials i politics son interpretats sovint com dispersio
caotica de coses i objectes. Actualment es pot descriure la civilitzacio
contemporania com a civilitzacio “fractal”, ja que ens caracteritzem per un

mateix grau de fragmentacio social, economic, institucional, politic i cultural.

Segons l'estudi de I'Universitat de Yale, feta pels professors Michael
Frame, Benoit Mandelbrot i Nial Neger, recullen uns quants exemples d’analisi
fractal dins les ciencies socials: I'estudi de les guerres, la historia dels sumeris i

el modern Iraq, la psicologia i un model per a les relacions internacionals.

S'assenyala que models similars s'han utilitzat per plasmar I'evolucié de
les ciutats i per explicar I'organitzacié auto-similar de la distribucié de serveis a

les grans ciutats.

En sociologia, les estructures auto-similars en un punt determinat van ser
suggerides per Haken. L’exemplifica aixi: quan hi ha una concentracié de
persones que es dispersen, com per exemple, immediatament després d'un
miting electoral, un cop que l'atenci6 dels participants ha acabat d'estar
concentrada en els oradors. Tot aquest conjunt de persones es dispersa
independentment i hi ha un punt en el qual es poden apreciar grups grans de
persones, barrejats amb grups petits i individus aillats. Aquesta geometria

obeeix una llei de potencies. Pocs grups grans i molts grups petits.

El professor Miguel Angel Mateo Garcia, del Departament de Metodologia
de les Ciéncies del Comportament de la Facultat de Psicologia de la Universitat

Complutense de Madrid, ha analitzat el concepte de complexitat en termes de
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no linealitat, observant el paper central que té una concepcié geometrica -
topologica de la realitat i la repercussio d'algunes d'aquestes idees a la

Psicologia.

Segons Mateu en el seu treball “Notes sobre la complexitat en la
Psicologia”, el funcionament del psiquisme huma i el seu comportament,
segueix un cami fractal, ja que segons Mateu, I'ésser huma pot ser estudiat per
mitja de sistemes complexos, dinamics, oberts i autoorganitzats i considera
que, la teoria de sistemes dinamics es mostra com el marc idoni per a la

construccio d'una metodologia adequada per a la Psicologia.

El professor Nikos A. Salingaros, del Department de Matematiques
Aplicades de la Universitat de Texas a San Antonio, assenyala en una
entrevista que la vida a les ciutats té unes caracteristiques purament fractals i
gue la pressi6 dels automobils i el creixement de la poblacio del segle XX han
esborrat la ciutat tradicional amb caracteristiques geomeétriques euclidianes.
Proposa utilitzar el criteri fractal per la geometria de ciutats com una condici

per al seu éxit, una societat ramificada.

En el mateix sentit Edward W. Soja, professor de Planificacié Urbana a la
Universitat de California (UCLA), analitza els efectes concrets dels nous
processos d'urbanitzaci6 en l'espai metropolita que han sorgit de la
globalitzacio. Afirma que a la actualitat hi ha uns patrons d'estratificacié social i
desigualtat economica i social. Propugna una ciutat fractal constituida per

fragments i amb una estabilitat a partir d’'una tradicio constructiva.
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4.Marc practic

4.1. Introduccio

A la part practica del treball volem esbrinar la dimensié d’un territori,
definida i tractada, en apartats anteriors. Aquest territori sera el nostre poble,
'Ametlla del Vallés. Ens hem inspirat en [larticle del matematic Benoit
Mandelbrot, "Quan mesura la costa de Gran Bretanya? Auto similitud
estadistica i dimensio fraccionaria" (traduit de I'anglés), publicat per primera

vegada al Science al 1967.

Per seguir, haurem de recordar com és la dimensié fractal i com es

comporta en un territori.

El municipi de '’Ametlla del Vallés igual que la immensitat de territoris

existents arreu del moén, té fronteres irregulars i no lineals.

Tant si ens basem en les fronteres naturals, com poden ser costes, rius,
serralades... 0 en fronteres politiques, molt relacionades amb la geografia del
territori, observem que quasi sempre, per no dir sempre, el territori no és una
forma geomeétrica tradicional. Aixi doncs, si la mesura d’aquests territoris no
soén regulars i, per tant, no segueixen els postulats d’Euclides, arribem a la

conclusié que han de ser mesurats dins la precisio de la irregularitat.

Repassem la dimensié i justifiguem doncs perqué la necessitem en
aguest treball i perqué una linia irregular, com ara una frontera, és mesurada

fractalment.
La dimensio fractal és aquella que es caracteritza per ser un nombre
fraccionari. Aixi que si sabem que una frontera politica, com ara la de I'Ametlla,

es una linia irregular, concloem que ha de tenir propietats fractals. En aquesta
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corba es pot intuir facilment que la seva dimensi6 fractal estara entre una linia
recta i un pla. Per tant, podem dir que la seva dimensié haura d’estar entre 1 i
2, com hem demostrat anteriorment, una linia recta té dimensiéo 1iun pla 2. Si
observem el mapa de I'’Ametlla podrem veure que la figura del perimetre no
sembla una figura extremadament rebuscada i entortolligada, aixi que ens
podriem arriscar a dir que la seva dimensié estara més propera a la dimensio
d1.

Les fronteres territorials tenen propietats fractals i una és [lauto-
semblanca. Al ser natural aquesta similitud no és exacte, és a dir, no és igual a
diferents nivells, sin6 que té una autosimilitud estadistica. Aquesta darrera
autosimilitud, ja explicada anteriorment, exigeix que el fractal tingui mesures
numeriques que es preservin amb el canvi d'escala. Els fractals aleatoris son
exemples de fractals d'aquest tipus, els quals, s6n els més apropiats per

descriure diversos objectes irregulars del moén real, com ara costes i fronteres.

Aquesta dificultat a I'hnora de mesurar la longitud d'una corba degut a les
irregularitats que presenta la mateixa és una caracteristica de les corbes i

superficies fractals.

4.2. Metodologia de treball

Per altre banda,
hem esmentat a Benoit
Mandelbrot i el seu
article sobre la dimensio
fractal de Gran
Bretanya, en el qual ens
hem basat per Ila

metodologia de treball.

—————————) | so— ) =
Calcul de Gran Bretanya amb segments d'un compas, treball de
Mandelbrot
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Mandelbrot va rebre un encarrec de calcular la longitud de la costa de
Gran Bretanya. A simple vista, sembla facil, pero ell va demostrar que tenia
més dificultat de l'aparent, amb un mapa de [lilla. Per aconseguir-ho,
Mandelbrot es va valdre d’'un compas i un mapa i va realitzar diferents mesures
segons l'angle d’obertura del compas. Quan variava I'angle, la mesura de la
longitud, variava. Quan meés petit era 'angle més gran era la longitud de la
costa, aixi que, la linia de la costa va resultar impossible de mesurar, perque té
longitud considerada infinita. Es a dir, si ens basem en qualsevol illa, veurem
irregularitats en la linia de la costa (golfs, badies, deltes, puntes, caps, platges
etc). Si agaféssim un mapa d’escala més petita (ampliat), veuriem les mateixes
irregularitats costaneres i noves dins d’elles, observariem noves entrades,
platges, golfs, etc N’apreciariem de noves que amb I'altre no haviem pogut fer.
Aixi qgue com més petita sigui la mesura més precis sera el resultat, perd mai

igual, ja que les corbes tenen aquesta propietat irregular.

Benoit Mandelbrot va publicar el seu llibre “Els Objectes fractals. Forma,
atzar i dimensio” I'any 1975, on va descriure possibles métodes de calcul de la

longitud costanera. Ara en farem referencia.

MANDELBROT, B.M. (2000). Capitulo 2 ¢ Cuanto mide la costa de Bretafia? A:
Los objetos fractales. Forma, azar y dimension (Traduccié de Josep Llosa). Barcelona,
Espanya. p. 27-28. ISBN 84-7223-458-4

“La diversidad de los métodos de la medida

He aqui un primer método: se pasea sobre la costa un compas de abertura dada
n, comenzando cada paso donde termina el anterior. El valor de n** multiplicado por el
numero de pasos nos dara la longitud aproximada L(n). Si se repite la operacion
reduciendo cada vez mas la abertura del compas, se encuentra que L(n) tiende a
aumentar sin limite. Antes de discutir esta comprobacién, podemos observar que el
principio en que se basa el procedimiento comentado consiste de entrada en
reemplazar el objeto a medir, que es demasiado irregular, por una curva mas

manejable, arbitrariamente suavizada o «regularizada». [...].

! n: Simbolitza la distancia de mesura. En els casos aplicats pot ser angle de compas, passa
de persona.
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Aunque tal regularizacion resulta inevitable, puede hacerse igualmente de otras
maneras: asi, por ejemplo, se puede imaginar un hombre que anda a lo largo de una
costa siguiendo el camino mas corto posible sin separarse de ella mas de una cierta
distancia establecida n,; luego, se repite haciendo cada vez mas pequefia dicha
distancia maxima del hombre a la costa. Después de esto se sustituye al hombre por
un ratén, después por una mosca, y asi sucesivamente. Cuanto mas cerca de la costa

se quiere uno mantener, tanto mayor sera, inevitablemente, la distancia a recorrer.

Un método mas: para evitar la asimetria entre tierra firme y agua establecida por
el segundo método, se pueden considerar todos los puntos de una y otra que disten a
lo mas n de la costa. Asi pues, se imagina que la costa esta recubierta a la perfeccion
por una banda de anchura 2n; se mide la superficie de dicha banda y se divide por 2n,
como si fuera un rectangulo. Y finalmente, un cuarto procedimiento: se imagina un
mapa dibujado por un pintor puntillista, que utiliza «puntos gruesos» de radio n; en

otras palabras, se recubre la costa con circulos de radio menor o igual a n.

Ya debe de haber quedado claro que cuando se hace que n sea cada vez
menor, todas las longitudes aproximadas aumentan. Siguen aumentando incluso

cuando n es del orden del metro, sin significado geografico alguno.”

En aquest mateix llibre, Mandelbrot va mesurar la dimensié fraccionaria

de la seva illa, Gran Bretanya, amb el resultat obtingut d'una dimensié d'1,25.

Mandelbrot va concloure, de la seva experiencia, que les costes i altres
corbes geografiques tenen la propietat d'autosimilitud estadistica i que la seva
dimensié esta compresa entre 1 i 2. Tot i aixi, I'article no assegura que la linia
de la costa o alguna altra corba geografica sigui realment un fractal (ja que
seria fisicament impossible) només diu que les linies naturals poden comportar-
se estadisticament com a fractals. Aquest va ser el principi de la recerca de
Mandelbrot i el que el va introduir dins el mén dels fractals, va impulsar-lo a

estudiar-los per trobar una geometria per a les formes naturals.
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Després de veure gue va fer Benoit Mandelbrot amb Gran Bretanya, hem
volgut analitzar la longitud del nostre municipi i acabant obtenint la seva

dimensio.

Per qué '’Ametlla i no una illa com va fer Mandelbrot? Tot i que a una illa
podem observar més irregularitats a més
ampliacié que no pas un territori politic, a
les mesures a les quals nosaltres les
aplicarem, la diferencia i imprecisio és
petita aixi que podrem aconseguir uns
resultats versemblants. Un altre punt en
contra és la resolucié de dimensions de
costes i illes. Es a dir, a la xarxa la gent
que tracta la  dimensi6  fractal
practicament, ho complementa amb la
mesura d’illes i costes, aixi que nosaltres
voliem sortir de la monotonia. A banda de
la precisio i el calcul d’illes i costes, la
familiaritat que ens aporta I'’Ametlla del

Vallés i el reconeixement del territori, igual

que barris, no ho tindra cap altre lloc. Aixi
Mapa de I'Ametlla del Vallés gue, amb una proximitat acollidora i amb
la intencié d’aprendre més del nostre municipi, ens vam decantar per '’Ametlla

del Vallés.

4.3. Procediment

Coneguts els objectius a completar, el metodes a aplicar i les raons de la
tria del territori, ens disposem a explicar el procés que hem seguit per

completar les metes.
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Per obtenir aquestes mesures, utilitzarem mapes a diferents escales i
diferents angles d’'obertura d’'un compas. Amb un mapa determinat i obertura
adequada, resseguirem amb el compas la frontera del municipi per tornar a
arribar a l'origen. Aquests punts units formaran segments de mateixa distancia,
resseguiran el perimetre maxim possible del poble. Com Mandelbrot va
especificar, un compas un mapa P
i moltes mesures, ens ajudaran a

obtenir els valors necessaris.

Del municipi de I'Ametlla
tenim 6 escales diferents.
Aquestes mapes estan distribuits
en fulls de DIN A molt variats.
Aixi que tenim 6 escales a DIN
A4-A3-A2 (veure annex ll). Els

mapes son els seguents, a Calculantel perimetre mitjangant el métode del compas

escala en centimetres:

eEscala 1:39000 (DIN A4)
eEscala 1:33000 (DIN A4)
eEscala 1:27000 (DIN A3)
eEscala 1:23000 (DIN A3)
eEscala 1:19000 (DIN A2)
eEscala 1:14000 (DIN A2)

Aquests mapes no han sigut tan facils de trobar. Tot i que aparentment
penses que un mapa a escala determinada el pots extreure del Google maps,
de [IInstitut Cartografic de Catalunya (ICC), d’'un atles de Catalunya o
demanant-lo a I’Ajuntament del poble, cap d’ells ens va resultar util per trobar el
que buscavem, excepte un, I'Ajuntament. Els mapes online van molt bé per
observar el relleu perdo en temes de fronteres municipals, cap dells les
marquen. Aixi doncs, 'Ajuntament ens van donar un mapa pero sense escala i

amb un perimetre molt arrodonit, no ens servia. Per sort ens van recomanar
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anar a Serveis Territorials de '’Ametlla, on ens van orientar cap a uns mapes
municipals molt complerts, a un raco del web de 'Ametlla. En aquests mapes
municipals hi sortia la possibilitat d’augmentar la vista del poble, un perimetre
molt ben definit i el mostrador d’escala, just el que necessitavem. Aixi que vam
imprimir les diferents parts de tots els mapes i vam intentar la unié d’aquestes
amb programes informatics de fotografia, perd no ens en vam sortir, aixi que
vam tirar cap a la unié de retalls. Amb mapes originals maldestres, vam fer-hi

copies suficients per poder-ne completar les segliients mesures.

Aquests mapes esmentats de diferent escala tenen tres mesures a cada
mapa de 1, 2 i 3 centimetres. El perqué d’aquestes mesures amb diferent
obertura d’angle, és per a millor precisié dels mapes i obtenir-ne un resultat

versemblant utilitzant la mitjana aritmética.

Per obtenir el perimetre d’una escala concreta a tants segments obtinguts,

hem de multiplicar el nombre de segments per la mesura establerta.

En aquest procés hem detectat que no
tots els mapes coincideixen amb el punt
final i inicial, és a dir, que l'origen i el final
estan separats per menys distancia del que
teniem al compas. Després de raonar en
aquest error, no hi vam trobar solucié aixi
gue vam acabar per sumar-li aquest marge
d’error al producte anterior, per tal de poder

tancar el perimetre.

Molts es preguntaran perqué calcular

2N} a el perimetre de I'escala i és que per calcular
. la dimensiod, necessitarem tant les mesures
il T .
&_H i/ reals (escales) com els perimetres
S
Calculant el perimetre, d’un altre mapa, obtinguts en les escales

mitjancant el metode del compas

Aqui els mostrem els resultats obtinguts dels mapes:
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1 51 0,2 51,2

1:39000 2 25 0,6 50,6 49,350
3 15 1,25 46,25
1 66 0,1 66,1

1:33000 2 31 15 63,5 62,533
3 19 1 58
1 76 0 76,0

1:27000 2 38 0,3 76,3 73,767
3 23 0 69
1 88 0,9 88,9

1:23000 2 43 0,8 86,8 86,600
3 28 0,1 84,1
1 119 0 119

1:19000 2 58 1,15 117,15 115,717
3 37 0 111
1 167 0,4 167,4

1:14000 2 79 19 159,9 160,200
S 51 0,3 153,3

Finalment volem trobar la dimensié de I'Ametlla i com abans ja hem
esmentat, necessitarem els perimetres de les diferents escales i les escales,

tots amb la mateixa unitat de mesura, centimetres.

Un cop realitzades les mesures dels mapes a diferents escales, volem
calcular la dimensié. Per calcular la dimensié necessitem, una manera de fer-
ho i cercant per Internet en vam trobar la soluci6. Vam trobar una férmula que
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ens relacionava les mesures de cada mapa entre les escales, a la mateixa

magnitud. La férmula era la seguent:

log()
DIM=—F-
log(—)

p

En aquesta, es compara totes les escales amb les restants i igual amb les
mesures pertanyents. Les incognites de la férmula, fan referéncia als seguents

termes:

e Les enes (n i N) representen les mesures en centimetres dels mapes, €s

a dir, els centimetres de perimetre. Son diferents ja que en cada cas n i N

varien al canviar d’escales.

o N= mesura del mapa en cm, d’escala més gran (M). Es el

resultat meés petit.

o n= mesura del mapa en cm, d’escala més petita (M’). Es el

resultat més gran.

elLes pes (p i P) representen les mesures en centimetres d’escales,

centimetres reals de les escales. So6n diferents a cada cas, segons quina

comparaci6 entre escales.

o P= nombre d’unitats reals en I'escala més gran.

o p= nombre d’'unitats reals en I'escala més petita.

Després de veure aquesta formula, vam voler analitzar si aguesta era

adequada, la vam comparar amb la nostra teoria per veure-hi si es tractava del

mateix.
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Log (nombre de peces autosimilars)

DIM=
Log (factor d’ augment)

L’altre formula és:

Comparacio
mesures

Iog(ﬁ) log(mesures)

P
log(") Comparacio log(escales)

escales

DIM=

vy

Hem transformat la formula per poder comprendre-la millor. Com es pot
veure en els exemples anteriors, I'Unica apreciacié que ens queda aclarir és si
les dues formules coincideixen en conceptes. Abans hem esmentat que la
frontera de 'Ametlla té una auto-semblanca estadistica, diferent a les que hem
vista anteriorment amb una auto-semblanca exacte, pero ambdues sén auto-

semblants. Aixi que tant les mesures com les peces tenen auto-semblanca.

Per altra banda, nosaltres tenim 6 escales diferents i amb aquestes hem
aconseguit els calculs, aixi que podriem considerar-ne els factors d’'augment, ja

que gracies a les escales podem apreciar el mapa més o menys ampliat. Aixi

doncs:
. n
Log (nombre de peces autosimilars) log(—)
DIV = _ I:)g(mesulres) _ g
Log (factor d’ augment) og(escales) |09(B)

Comprovat que tot lliga i que agquesta formula és adequada ens disposem

a calcular la dimensi6 de 'Ametlla.

La dimensio I'obtindrem per la mitjana aritmetica de totes les dimensions.
Aquestes dimensions vindran a partir de la relacio entre elles, és a dir, la relacio
de totes les escales amb les restants, perd sempre amb els parametres més
grans com a numeradors. La taula seguient consta dels parametres necessaris i

del calcul de la dimensié mitjangant la férmula.
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1:39000-1:33000 49,350 62,533 39000 33000 1,417
1:39000-1:27000 49,350 73,767 39000 27000 1,093
1:39000-1:23000 49,350 86,600 39000 23000 1,065
1:39000-1:19000 49,350 115,717 39000 19000 1,185
1:39000-1:14000 49,350 160,200 39000 14000 1,149
1:33000-1:27000 62,533 73,767 33000 27000 0,823
1:33000-1:23000 62,533 86,600 33000 23000 0,902
1:33000-1:19000 62,533 115,717 33000 19000 1,115
1:33000-1:14000 62,533 160,200 33000 14000 1,097
1:27000-1:23000 73,767 86,600 27000 23000 1,000
1:27000-1:19000 73,767 115,717 27000 19000 1,281
1:27000-1:14000 73,767 160,200 27000 14000 1,181
1:23000-1:19000 86,600 115,717 23000 19000 1,517
1:23000-1:14000 86,600 160,200 23000 14000 1,239
1:19000-1:14000 115,717 160,200 19000 14000 1,065

Dimensio total (mitjana aritmetica) 1,146

Hem trobat la dimensié de '’Ametlla de Valles, perd a la relacié entre les
escales, 1:33000-1:27000 i 1:33000-1:23000, la dimensié ha sigut inferior a 1.
Tot i comprovar les mesures, els calculs, les escales i buscar-hi una possible

solucié, no n’hem trobat cap. Per sort aquesta contraresta dimensions un pél
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excessives com és el cas de 1:39000-1:33000 i 1:23000-1:19000, amb 1,417 i
1,517. Aixi que manté un resultat molt raonable.

4.4. Conclusions del marc practic

Hem complert els objectius ja que la dimensié esta entre 1 i 2 i és més

propera a I'1 perque no es molt irregular.

Concloem que la dimensié de I'Ametlla del Valles amb 1,146 és més

irregular que la dimensi6 de Mallorca amb 1,12 i menys irregular que la de Gran

Bretanya amb 1,25 i, per tant, versemblant i perfectament possible.

N

UNITED KINGDOM

”
.

UNOON

Dimensié Gran Bretanya = 1,25

B. Mandelbrot

Dimensi6é Ametlla del V. = 1,15

AJ.F. (jo)

Dimensi6é Mallorca = 1,12

Marina Braso6
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5.Conclusions

Gran part del objectius han estat complerts, tot i que la dificultat era
present hem aconseguit saber explicar el treball de manera clara i obtenir,
després de calculs i mesures, la dimensié de 'Ametlla del Vallés. Perd dins els
objectius hi ha un molt important que encara no hem pogut comprovar del tot,
que és saber explicar adequadament i pautadament el terme fractal. Tot i aixo,
considerem haver-los assolit tots.

Dins el treball, hem hagut d’ajudar-nos amb fotos, explicacions o
exemples, més del que ens esperavem. Uns dels apartats més conflictius
conceptualment i, que per tant, sén els més dirigits son els seguents: la
dimensié (també necessaria per la part practica), comprensid d’iteracid i

atractor i, el els més complicats, els conjunts de Mandelbrot i Julia.

Un darrer problema a la comprensié dels fractals, o la recerca teorica, €s
que la informacio estava extremadament escampada i, el format mostrat era
amb uns termes molt especifics i complexes. Amb l'ajuda de la tutora, Francina
Ciurans i, la posta en comu de molta informacié, hem assolit els objectius

marcats.

Dins al marc practic, hem aconseguit la dimensi6 de I'Ametlla, 1,15, al ser
fraccionari ens verifica del cert que té un comportament fractal. Aixi que hem
complert part de d’hipotesi inicial. Es a dir, considerem que els objectes de la
natura sén fractals, perqué es comporten com a tals, ja que qualsevol fractal
natural és finit, perd a escales inapreciables per I'ull huma. Doncs concloem
que el nostre municipi es comporta com un fractal perqué té dimensio fractal i

auto-semblanca estadistica.
La dimensi6 de 'Ametlla del Vallés esta compresa entre 1 i 2, i aix0 la fa
versemblant i perfectament valida. Com també anunciem dins de la part

practica, esperavem que aquest resultat fos més proper a I'1 que el 2 ja que no
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és extremadament irregular i no cobreix el pla (per aconseguir dimensio 2).

Efectivament la dimensi6 és més propera a I'1 que al 2.

Arribat a aquests resultats aconseguim concloure que la dimensié de
'Ametlla (1,15), esta compresa entre la de Gran Bretanya (1,25) i la de
Mallorca (1,12). Després d’obtenir les altres dimensions i haver comparat
resultats, concloem que Gran Bretanya és la frontera més irregular, seguida per

I’Ametlla de Valles i finalitzada per Mallorca.

Finalment, podem dir que hem assolit tots els objectius ja que tot i no
haver exposat el treball, he hagut de explicar el meu treball de recerca a
aguells que em preguntaven sobre que el feia. En general aquells que volien

entendre i tenien preguntes, les han enteses.

Mapes i mesures de I'Ametlla del Vallés
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6.0pinid personal

Aquest treball m’ha agradat, ja que personalment volia que el meu treball
de recerca fos d’algun tema que desconeixés perque aixi em posava a prova i
tenia el repte d’explicar a gent que no coneixia els fractals, aquesta nova

geometria tan present al mon.

Tot i que les persones que em rodejaven no veien clar el tema escollit pel
meu treball de recerca i no m’entenien quan jo els deia que aixd ho trobava
interessant, jo sempre veia clar que volia saber que carai era aquesta mistica

geometria irregular i que els seus dubtes no em pararien.

Per altra banda, la complicitat conceptual dels fractals ha dificultat en
molts casos el treball, ja que he hagut de recorrer a moltes fonts d’informacio,
per entre tots extreure la informacié. Aquesta informacio repartida contenia
expressions matematiques complexes i explicacions abstractes. Tot i les

dificultats he aconseguit entendre-ho, amb una mica d’ajuda.

Una de les coses que més m’ha agrada’t del treball, ha sigut I'analisi dels
darrers tres fractals, corba del drac i els conjunts de Mandelbrot i Julia. La
corba del drac la trobo extremadament curiosa, ja que la possibilitats per crear-
la sbn moltes i la forma d’iteracio és diferent i Unica de la resta. Per altra banda,
els conjunts de Julia i Mandelbrot, son increiblement rebuscats i a la vegada
bells. Sobre tot el de Mandelbrot, al qual t¢ una frontera molt rica en auto-
semblanca i preséncia d’infinitud. Actualment amb els programes iteratius de

funcions complexes, es poden arribar a crear increibles imatges fractals.
Finalment he quedat parat de la quantitat de preséncia fractal al nostre

mon, entre ells les costes i fronteres, al qual he quedat molt satisfet de la part

practica.
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Una de les curiositats i coincidencies mentre feia el treball ha estat que el
Centre va col-laborar amb la Maraté de TV3 del 2012 amb la casualitat que
l'ajuda, estava relacionada amb els fractals. Per col-laborar a la causa
compraves uns avets retallables i plegables en forma de tetraedre. Amb
aquests tetraedres, es va formar un tetraedre més gran, la qual tenia relacio
amb els fractals, perquée aquesta construccié és el tetraedre de Sierpinski
(veure annex IIl). Aixo també em va sobtar i fer il-lusid i me’n vaig voler
informar. L’iniciativa va ser un éxit, el centre va recaptar molts diners per la

Marato i, els tetraedres es van unir per crear avets més grans.

Espero que hagiu gaudit llegint i, pels que no coneixieu aquesta

geometria, espero que ara visualitzeu el mén amb uns “ulls fractals”.
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Annex |

Pla complex i els fractals (Conjunts de Julia i Mandelbrot)

[.Nombres complexos

Com havia passat vegades anteriors, els matematics es van topar amb un
problema. Equacions com x*=-1 0 la x*+ x + 1 =0 no podien resoldre’s amb

els nombres reals existents. Aixi que, van decidir ampliar els nombres reals

amb un altre nombre, I'i que es defineix com v/—1, un nombre inexistent dins els
reals. Aquest nou nombre s'anomena unitat imaginaria. A causa d’aquesta
unitat imaginaria nova, va sorgir els nombres complexos. Els nombres
complexos sén nombres compostos per una part real (A) i una part imaginaria
(Bi) on A i B s6n nombres reals i es diferencien pel senyal i que porta el

component imaginari.

, f
N Naturals
, 7, Enters .
@ Racionals Enters negatius

R Reals¥
C Complexos Fraccionaris

Irracionals

Imaginaris

Hi ha tres diferents maneres de representar la part real i la part imaginaria
dels nombres complexos. La que nosaltres farem servir és la representacio
binomial. Aquesta forma representa els nombres complexos com a la suma de

les dues components, la real i la imaginaria.
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Les altres representacions s'anomenen vectorial i cartesiana.

Nosaltres ens

NOM SiMBOL EXEMPLES
centrarem en la seva
NATURALS N 1.2,3,4.... representacié binomial ja
ENTERS 7 1,-1,2-2... que es considera més
convenient que les altres

RACIONALS Q 1, 1/2,-4/3...
dues. Aquesta
IRRACIONALS i \/§ m representacio segueix
REALS R 11172 aquest model: z = a + bi,
on z €és una nhombre

COMPLEXOS C 3+ 2i

complex, a és la

component real i, b és la component imaginaria marcada per la i.

Com a exemples de nombres complexos podem posar:
6, n, 3+6i, 8-2i 0 96i

De moment, la lletra i només expressa quina de les dues parts és la part

imaginaria.

Els nombres complexos es poden representar graficament en uns eixos
cartesians on l'eix horitzontal representa la component real i I'eix vertical la
component imaginaria. Tot namero complex, doncs, es pot representar
mitjangant un punt del pla i a l'inrevés. Quan parlem d’aquesta representacio
grafica del nombres complexos, 'anomenem pla complex, el qual estudiarem

en el seglient apartat.

Les operacions amb nombres complexos no sén massa diferents de les
dels nombres reals ni més complicades pero mereixen una consideracio:

Per a la suma i la resta, simplement es suma (o resta) la part real amb la
part real i la part imaginaria amb part imaginaria (ignorant el simbol i) i en

resulta un altre nombre complex:
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Ex: (3-5i) + (6 +8i) =9 + 3i
La multiplicacié és un pel més complicada. S’ha de manejar el simbol i
com si fos la x de l'algebra ordinaria. Seguidament entra en joc I'especial

propietat de I'element i (i* = -1) i 'expressi6 s'arregla:

Ex: (3— 2i)- (7 +4i)=

=(7-3)+ (B -4i)+(=2i-7)+(-2i-40)=
=21 + 12i — 14i - 8i’=
=21-2i-8-(-1) =

=29 - 2i

Aixi doncs, podem dir que l'aritmetica dels nombres complexos és idéntica

a la dels nombres reals, amb la regla addicional i’= -1

Hem dit que tots els nombres reals formen part del grup dels complexos,
és a dir que tots els reals sén complexos. Aixi que podem obtenir d’'operacions
matematiques o enunciats matematics, nhombres complexos amb part real o
imaginaria igual a zero i, per tant, no es mostrarien dins la representacio

binomial.

El conjunt dels nombres complexos no és ordenat com estem acostumats
en el conjunt dels reals. Per simbolitzar els nombres complexos, sovint s’utilitza

la z.

Els numeros complexos son objecte d'estudis i una eina molt utilitzada
avui en dia per a recursos fisics o quimics que utilitzen les matematiques

complexes en el seu desenvolupament.

[I.El pla complex

Els nombres complexos estan formats, com s'ha vist, per dos parts una

real i l'altre imaginaria. Aquests es poden representar com a vector dins un pla
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complex. Com ja hem esmentat abans el pla complex és aquell que pot

representar graficament un

Eix
nombre complex mitjancant uns imaginari 3 )
I=a+tih

eixos cartesians. El pla cartesia "2_____

esta format per un eix horitzontal
que hi conté els nombres reals i un

eix vertical on i reposen els |
-3 -2 10 1 2 a3
Eix real

nombres imaginaris. Aixi que
qualsevol punt del pla se Ili pot 1

atribuir un nimero complex.

El nombre complex z = x + i ¥

es correspon en el pla complex pjacomplexirepresentacié del modul de nombres

compostos
amb el punt de coordenades (x, y),

i es pot representar per un vector amb origen en el punt (0, 0) i extrem en el
punt (X, y). En aguesta representacié geometrica podem anomenar els eixos:
eix real i eix imaginari, horitzontal i vertical respectivament. El modul d'un

nombre complex és el mateix que el modul del vector corresponent.

Modulde z: | z |=| a + bi |= Va? + b?

Hem dit que els nombres complexos no es poden ordenar. Perd cada
nombre complex té un modul que es pot entendre com la mida del nombre, per

tant, podem dir que un nombre complex és més gran que un altre segons si el

seu modul és major o menor.

[ll.Funcions de variables complexa

Si pensem en una funcié de variable real, recordarem que f (funcio de
variable real), actua sobre un conjunt de nombres reals (domini: D) i és una

funcié que assigna a un nombre real x (pertanyent al domini) un altre nombre
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real y. El nombre y, s’obté del resultat de la funcié, amb variable x (y = f(X) ),

anomenada imatge.

Aquest concepte es pot generalitzar facilment per a les funcions de
variable complexa (fi), on f; actua sobre un conjunt definit de nombres
complexos (domini: D) i €s una funcié que assigna a cada nombre complex z

del domini un altre nombre complex w, la seva imatge (w = f(z) ).

Tant un com l'altre tenen les mateixes peculiaritats tot i que amb termes
diferents. ElI domini (D) de la funcié es diu igual que en ambdds casos i igual

passa amb el conjunt d'imatges de la funcié anomenat recorregut (R).

Hem explicat que es pot representar tot nombre complex amb un punt del
pla complex perd, es pot representar una funci6 complexa? Quan treballem
amb nombres reals i no complexos, cada un d'ells es pot representar per un
punt d'una recta (1 dimensio) i les funcions es representen en dos dimensions

ja que és necessari representar a la vegada la x i la 'y en un pla.

Pero en el cas dels numeros complexos, cada un d'ells es representa amb
un punt del pla (dos dimensions) i també necessitem expressar sobre la grafica
la relacio de cada nombre amb la seva imatge, un altre nombre complex. Aixi
que necessitariem dos plans complexos lligats o relacionats entre si per
reproduir les funcions de variable complexa; necessitariem un espai de quatre

dimensions. El que fa que se’'ns plantegi un problema.

Hi ha diverses solucions possibles per aquest problema. Una d’elles és fer
servir dos plans complexos per a representar una sola funcié: un per al domini
(les successives z que vas introduint dins la funcid) i un altre per al recorregut
(les imatges (w) obtingudes com a resultat d'haver introduit una z en la funcio).
Una segona opcio es presentar aquests dos plans superposats. Cal pensar en
alguna manera per poder relacionar cada numero amb la seva imatge i a
I'inrevés. | en el cas de ser plans sobreposats, alguna manera de diferenciar els

valors del domini i els del recorregut, com pot ser la diferencia de colors.
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IV.Iteracié amb variable complexa

Ja sabem que tot fractal neix a partir d'un conjunt d'iteracions i hem vist
com funcionen les iteracions en una funcié amb variable real (apartat d’iteracio,
marc teoric).

Hi ha una classe de fractals que s'aconsegueixen iterant una funcio de
variable complexa en el pla complex. Recordem que en la iteracié de les
funcions reals, introduiem un nimero en la funcio i tornavem a introduir dins la

mateixa funcio el resultat de lI'operacio anterior i, aixi sucessivament.

Iterar una funcié de variable complexa no és pas més dificil si s'esta

acostumat a operar amb nombres complexos.

Posem un exemple:

Tenim una funcié complexa f(z) = 2z + 5 —3i i comencem amb el nombre

z = 2+7i. A partir d'aqui comencem a iterar.

f(z) =22+ 5 —3i «—> z=2+7i

1. f(2+7i) = 2(2+7i) + 5-3i = 4+14i + 5-3i = 9+11i

2. f(9+11i) = 2(9+11i) + 5-3i = 18+22j + 5-3i = 23+19]

3. f(23+19i) = 2(23+19i) + 5-3i = 46+38i + 5-3i = 51+35i

4. f(51+35i) = 2(51+35i) + 5-3i = 102+70i + 5-3i = 107+67i

5. f(107+67i) = 2(107+67i ) + 5-3i = 214+134i + 5-3i = 219+131i

6. f(219+131i) = 2(219+131i) + 5-3i = 438+262i + 5-3i = 443+259]
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La manera més comuna de representar fractals del pla complex fruits
d'iteraci6 d'una funcié complexa és mitjancant un pla on cada nombre té els seu

color que varia segons el comportament.
Amb la iteracié al pla complex es creen molts grafics fractals que soén els

anomenats fractals del pla complex. Entre ells es troben els conjunts de Julia i

Mandelbrot, peces fonamentals en el mén dels fractals.
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Annex Il
Mapes de L'’Ametlla del Vallés

(Adjunts com a material complementari)
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Annex |l

Avets solidaris

Al llarg dels dies previs a “La Maraté de TV3” del 2012, I'Institut Eugeni

Xammar va col-laborar en aquesta cursa

1 2 6 8 ' solidaria amb els avets solidaris.

Com tots ja deveu saber, “La
Maraté de TV3” és una iniciativa de la
cadena televisiva TV3, la televisio

publica de Catalunya, que dedica un cop

persones amb manca de recursos o
destina els diners obtinguts a la recerca

de tractaments a malalties.

Avets solidaris per ajudar a la maraté

L’dltima Maraté tractava sobre el
cancer, un malaltia molt present a les nostres vides. Aixi doncs, els catalans
amb una explosiéo de solidaritat, vam aconseguir reunir més de 10 milions
d’euros per I'ajuda a la causa. Els integrants de la Marat6 van intentar plasmar
la conscienciacié dels pacients i familiars i no pas com xifres extretes d’estudis.
El seu missatge era clar “La mort hauria de ser el final de la vida. El cancer, no.

Amb la teva ajuda, hauria de ser una coma, no un punti final”.

Des de I'Ametlla del Vallés, les entitats també s’activaren per col-laborar.
L’Institut de I'’Ametlla, amb la col-laboracié de I'Ajuntament del municipi i la
impremta Harris, va voler aportar el seu granet de sorra i ajudar a la Marat6
amb els avets solidaris. Eren cartolines amb un avet retallable imprés que es
podien comprar per un euro a la gran majoria de comercgos i centres educatius
de 'Ametlla. Aquest, retallat i enganxat forma una piramide de cartolina, en
forma d’avet. Els ingressos obtinguts dels avets anaren unica i exclusivament a

La Maratd, amb una xifra final de 1268,30 euros!
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El moén vist amb uns altres ulls: els fractals

Casualment, el conjunt d'avets
disposats un damunt l'altre en forma de
piramide tridimensional que es pretenia
aconseguir, és un fractal. Aquesta forma
€és una piramide amb 4 costats i base
triangular, que pretén simbolitzar la
possibilitat de fractals tridimensionals.

Aix0 ens va fer pensar en aguesta

possible referéncia dins el treball. La
disposicié dels avets representa el triangle Piramides de Sierpinski en diferents iteracions
Sierpinski, molt tractat dins del treball, entre d’altres per ajudar a comprendre la

dimensio fractal.

Waclaw Sierpinski (1883-1969) va ser un matematic polonés especialista
en la teoria dels nombres. Estava interessat, entre moltes altres coses, per la
determinacié de punts a I'espai. Va estudiar figures que podien repetir-se i
combinar-se entre si infinitament mantenint les seves proporcions a diferents
nivells de la infinitat, infinitament grans o petits. Un fractal descobert per ell fou
el triangle de Sierpinski, i aquest tridimensionalment va ser la figura obtinguda

del conjunt d’avets.

El muntatge d’aquest es tractava d’unir la punta d’'un avet al vertex del
peu d'un altre per anar
aconseguint petits
tetraedres que en formarien
un de gran. L’Institut va
repartir uns fulletons on a
més a meés danimar als
ciutadans a participar,
explicava que es volia
aconseguir un avet el

maxim de gran possible

Muntatge dels avets solidaris pel professor Francesc Climent
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comencant per 4,16, 64, 256 o fins i tot 1024 piramides per arribar a
aconseguir- lo de 2,60 metres o 5,20 metres, en els dos darrers

respectivament.

Finalment es va aconseguir fer un avet de 256 piramides i 2,60 metres
d’algada i gran quantitat d’avets amb menys peces, basicament de 4 i 16

peces.

Des del centre, molt satisfets de I'éxit d’aquesta iniciativa per I'ajuda
contra el cancer, agraim la col-laboracié dels comergos, centres, entitats i

personal que va ajudar a la venta i muntatge d’aquest tetraedre de Sierpinski.

Avet solidari de la fira de Nadal amb les dues companyes
Anna i Natalia de I'Institut
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