1,61803398574989484820
4 ."w 3436563811772030
91798987 GRB86R 13544862

El nombre d’'orila
successio de Fibonacci |

eeeeeeeeeeeeeeeeee
2n de Batxillerat

;ﬁ‘ ¥93180060
Af;i 89986595
LEBUOPE2 08766

B0 1711896007032221

04321ia.9513626296313

644381497587012203408



L'Univers esta escrit en el llenguatge de les matematiques i els seus caracters son
triangles, cercles i altres figures geometriques, sense les quals és humanament impossible
entendre una sola de les seves paraules. Sense aquest llenguatge, naveguem en un fosc

laberint.

Galileu Galilei.
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INTRODUCCIO:

Vaig decidir fer aquest treball sobre matematiques en primer lloc perqueé, malgrat no hi
destaqui gaire, m’apassionen, i poder treballar sobre una tematica per la qual sento una
increible admiracid, passio i set de coneixement, realment facilita molt la feina. En segon
lloc un altre motiu, potser ja evident, és perque em penso dedicar a les matematiques i
cursar estudis superiors sobre elles, per tant el treball és una bona oportunitat per

preparar-me i, per endinsar-me en, la meravellosa ciéncia de les matematiques .

Respecte a la tematica, va ser idea del meu primer tutor que em va comentar que era una
gran oportunitat, ja que el nombre d’or i la successié de Fibonacci sén temes que donen
molt de si perd que malgrat aixd no entren com a contingut en cap estudi posterior sobre
matematiques. Em va dir que com a molt s’esmentaven i poc més. Per tant era un: “ara o
mai” una oportunitat Unica per estudiar dos elements notables en les matematiques com el
nombre d'or i la successié de Fibonacci que normalment sén considerades com a

matematiques recreatives.

La intenci6 del treball en essencia és poder estudiar una tematica que no figura en el
temari de matematiques d’aquest any ni per desgracia en els que venen, a més també el
vull fer per aprendre i/o repassar llenguatge matematic que tan necessari em sera, a mes
de contribuir amb el meu granet de sorra a la comunitat matematica i cientifica comprovant
si part de I'extensa “literatura” sobre el nombre d’or és certa. Per Ultim el treball també té
una intencio divulgativa. En el sentit que he intentat transmetre aquesta magica melodia
gue sentia a I'hora de fer deduccions, formulacions i demostracions; en essencia
transmetre aguesta magia que tenen les matematiques similar a la que pot desperta un
lego en un infant, on tot pot ser, sols falta muntar i desmuntar les peces, tot i que aquesta

vegada les peces son igualtats, xifres, taules, enunciats , diagrames...idees.

Sense intencio de estendrem massa per compassioé al lector, m’agradaria comentar alguns

aspectes que crec indispensables enunciar:

Respecte I'estructura del treball, malgrat no ho pugui semblar, ha estat molt pensada i
relacionada de forma casual amb el model filosofic de Plato, ja qué en una primera
organitzacio, divideixo el treball en dos mons en honor al pensador, el mén matematic i el

mon fisic, més el bloc d’escepticisme que és el bloc on trobem la majoria del treball de



camp, no obstant en la part tedrica també podem trobar part d’aquest treball, en referéncia

als apartats de propietats.

En el primer bloc trobem el foNimatematic qué és el contingut propiament, dividit en
algebra i geometria, on a partir de notacions, definicions i propietats, ens endinsarem en el

sorprenent i acolorit ocea matematic que proposo.

En el segon bloc trobem el mén fisic que en el fons és una aproximacié al matematic, de
forma potser una mica breu. Observarem com els continguts matematics tan distants a la
realitat fisica, s’escolaran per la nostra consciencia per fer-nos donar compte que aquells

conceptes tan fantastics son I'esséncia de la realitat que observem dia a dia.

En I'Gltim i tercer bloc, I'escepticisme, recuperem aquest esperit tan esceptic de la ciéncia
per a demostrar la veracitat o falsedat d’alguns conceptes forca acceptats pero dels quals

no hi havia forces evidéncies o hi havia contradiccions .

També m’agradaria destacar la idea de facil identificacio amb colors. Algunes de les tables
i la majoria d’'imatges geometriques (fetes amb el programa informatic GeoGebra) han
estat d’el-laboracié propia, i s’han realitzat des de zero per tant han necessitant un major
esfor¢ que un “copia i enganxa”, i desitjaria amb humiliat, que és tingui present a I'hora
d’avaluar, i recalco que no es prengui com cap exigéncia res tan sols he trobat necessari
comentar-ho.

Per finalitzar la introduccié i abans de passar als objectius demano al lector la lectura
pausada, en el sentit que dubti, provi, raoni i es plantegi preguntes en el transcurs del
treball ja que d’aquesta manera, jo realment he disfrutat molt, i penso que a part de la
tasca d’avaluar el treball en si, també pot ser un gran viatja mental a el meravellés ocea de

les matematiques, aixi doncs tan sols em queda desitjar:

Bon viatge, ments despertes !!!



OBJECTIUS:

Els objectius del meu treball, es podrien resumir i enumerar tal com segueix:

Objectius principals:

-Cercar informacio dels conceptes del nombre d’or i la successié de Fibonacci.
-Presentar de forma justificada les notacions, definicions i propietats d’aquests.

-Trobar altres elements matematics relacionats amb el nombre d’or o camins matematics

diferents als de la bibliografia

-Presentar els elements geométrics on és present el nombre d’or i enunciar-los de forma

clara i definida

-Comprovar si els ous de gallina i els de codorniu presenten el nombre d’or a la seva

geometria.

-Dissenyar i realitzar un mitja per comprovar si els objectes geometrics aillats amb
proporcions auries son mes atractius visualment que els objectes geomeétrics aillats sense

proporcions auries.

-Dissenyar i realitzar un mitja per comprovar si el nombre dor és present en les

proporcions de la majoria d’envasos.

Objectius técnics 0 secundaris:

-Aprendre a verificar la certesa d’una expressié matematica mitjancant demostracions.
-Aprendre nocions basiques sobre llenguatge matematic.
-Aprendre a utilitzar el programa informatic Geogebra.

-Aprendre a utilitzar el programa informatic Excel.



Mon matematic




1.ALGEBRA:

1.1.Successio de Fibonacci:

1.1.1.Notacions:

Notacié simbolica dels termes o fragments concrets (amb subindex):

La successi6 de Fibonacci com a successi6 ‘infinita és un conjunt infinit de nombres
ordenats que segueixen una certa llei de formacidé. Per representar cadascun d’aquest
elements podem ficar una mateixa lletra amb un subindex que indiqui de quin terme de la
successio és tracta. En el cas de la successié de Fibonacci utilitzarem la lletra “f” (tot i que
és la lletra més utilitzada també podria una altre lletra) i el subindex sera segons la posicio
un nombre natural®>. Si és el primer terme “1”, si és el segon “2”, si és el tercer “3” i aixi

successivament.

fi f2: f3r far f5 -

Notacié dels 5 primers termes de la
successio de Fibonacci.

No obstant, €és comu trobar que: en el cas del primer terme s’apliqui el subindex “0”, en el
del segon terme s’apliqui el subindex “1”, en el del tercer terme s’apliqui el subindex “2” i

aixi successivament.

Notaci6 dels termes o fragments concrets:

Si volguéssim anotar termes o fragments concrets de la successidé de forma explicita,

podriem fer-ho de dues formes:

1; 1; 2; 3; La primera, anotar alguns dels primers termes separats amb comes
: i quan no en volguéssim escriure més ficariem: “...”. Els tres punts
Els 5 primers termes
de la successi6 de indican que el conjunt de termes continua, en el cas de la successio
Fibonacci.

de Fibonacci sempre els ficarem ja que conté infinits termes.

! Una successié numeérica és un conjunt ordenat de nombres. Tota successi6 té una propietat o llei de
formacio dels seus elements.

% Entenem com a nombre natural la successié de nombres o el conjunt de nombres: 1,2,3,4,5,6.... i el
denotarem amb N (no considerarem I'element 0 dintre del conjunt)



La segona, anotar un fragment de la successi6 comengant amb “...” (indica que hi ha
elements anteriors) i al final dels nombres separat per comes com en el primer cas,
ficariem “...” per tal de expressar que la successié continu. En el cas de la successio de

Fibonacci * sempre ho fara ja que té infinits termes.

...13,28,84,55,89 ...

5 termes concrets de la successio de
Fibonacci.

Notacio del terme general (amb subindex):

Quan ens volem referir a un nombre qualsevol de la successio utilitzem el subindex
“n”(complint que “n” és igual o major que 1) que fa referéncia al terme general, €s a dir un

terme qualsevol de la successio de Fibonacci.

fn

Termes general de la
successio de Fibonacci.

Notaci6é simbolica de la successio:

Com qualsevol successié de nombres, la successido de Fibonacci pot expressar-se de

forma simbolica de la seguent forma:

{fn}nzl = fl» f2'f3' f

La successio Fibonacci amb notacié simbolica.

Aquesta notacié simbolica també podria referir-se a altres successions ja que no €s cap

definicio sin6é una notacié valida per a totes les successions de 6 0 més termes.

® Per tal de facilitar la identificacio de la successio de Fibonacci al llarg del treball els nombres d’aquesta
successio han sigut acolorits amb un colors constant durant tota I'obra, amb excepcions voluntaries

10



Notacio explicita de la successio:

Com qualsevol successio de nombres la successié de Fibonacci pot expressar-se de forma

explicita, és a dir enumerant els seus elements.

1,1,2,3,5/81321 34 ...

La successio Fibonacci amb notacid explicita.

1.1.2.Definicions:

Definicid com a solucié del problema dels conills:

Problema:

“Certa persona va posar una parella de conills en un corral tancat completament per un
mur. Quantes parelles de conills hi haura al corral en un any, si posem una parella de
conills no productius que, tardara un mes a ser productiva i llavors engendrara a una nova

parella de conills?”

¢
' .
g
4
o Lk {L;_,.--"*-ﬂ

4 L’espai en blanc i la imatge tenen una finalitat il-lustradora per qui pugui llegir el problema el visualitzi i pugui
augmentar el seu interessi per la solucié, recomano dedicar-li uns minuts pot ser divertit.

11



Plantejament:

Podem proposar la segient taula per plantejar el problema de forma ordenada i
esquematica on a la columna groga de la dreta trobem els 12 mesos del any, de la segona
a la setena trobem el nombre de parelles de conills ordenades per generacid i en la Gltima
columna trobem el total de parelles de conills per cada mes (nombres acolorits),

rapidament observem que aquests valors segueix una successio familiar.

Mes/Generacié |12 |3 (4 |5 |6 Total
parelles
1 1 1
2 1 1
3 11 2
4 1]2 3
5 1]3 5
6 1]4 |3 8
7 1/5 |6 13
8 16 [10]4 21
9 1|7 |15[10]1 34
10 1/8 [21]20]|5 55
11 119 [28[35][15|1|89
12 1/10[36(56|35]6]144

El segiient esquema incomplet® també

mostra ,de forma més visual, la resolucid | i

Mes 2

Huth -
Heuthuth
el

del problema:

5 ,
Ja que falten 6 mesos més per respondre el problema.

12



Solucié:

La successié de nombres igual al nombre de parelles de conills per cada mes és la
coneguda successio de Fibonacci: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144...( suposant la

immortalitat dels conills).

Conclusio:

La successio de Fibonacci és la solucié al problema: “Certa persona va posar
una parella de conills en un corral tancats per un mur o gabia. Quantes
parelles de conills hi haura al corral en un any, si posem una parella de conills
no productius que, tardara un mes a ser productiva i llavors engendrara a una
nova parella de conills?”(suposant que es poguessin reproduir els conills de
forma il-limitada, sense morts, ni faltes de espai, etc.

RC o4

-
4 Una mica d’historia: 4
L’origen de la Successié de Fibonacci

Leonardo de Pisa (1170 dC — 1250 dC), més conegut pel seu sobrenom
Fibonacci (que significa fill de Bonacci, nom del seu pare) fou un matematic
italia, i segurament un dels matematics amb més talent de tota I'edat mitjana.

Fibonacci va contribuir de forma transcendent a la comunitat matematica amb
la seva gran obra el Liber Abaci (“Llibre del abac").Amb aquesta obra va
aconseguir la difusié del sistema de numeracié hindu-arabic que facilitava
extraordinariament els calculs numerics i deixava desfassat els vells nimeros
romans. Leonardo de Pisa també va contribuir a la comunitat matematica a
I’lhaver aplicat I'algebra als problemes geométrics, Desenvolupa la
trigonometria i féu treballs interessants sobre les equacions quadratiques i
teoria de nombres (descomposicio en factors primers, criteris de divisibilitat...) .

CCCXXV 3RE
« CXXIIT «12¢

97¢
650
325

- 3997¢

<En la imatge superior trobem un exemple de les facilitats que presenta el nou sistema
numeéric actual contra el sistema numéric roma>




No obstant aix0, Fibonacci és més conegut per la successié que porta el seu
nom que resulta com a solucié del anterior problema sobre una parella de
conills que surt a la seva gran obra Liber Abaci

<Retrat de Leonardo de Pisa, conegut com a Fibonacci>

Definicid com a solucio al problema de les abelles:

Problema:

“Segons se sap, una vegada inseminada I'abella reina d’un rusc per un abellot (d’'un altre
eixam), aquella queda al seu rusc i ja no surt més, dedicant-se a la posta d’ous que ella
mateixa va fecundant o no, donant origen aixi a les abelles obreres i reines en el primer
cas i abellots en el segon cas. Quin és el nombre d’avantpassats d’'un abellot qualsevol a

cada generacié® anterior ?”’

Reina Abellot Obrera

® Tindrem en compte que la primera generacié o generacié de partida fa referencia al abellot

! L’espai en blanc i la imatge, com en el cas anterior, tenen una finalitat il-lustradora per qui pugui llegir el
problema el visualitzi i pugui augmentar el seu interessi per la solucio, és recomanable dedicar-li uns minuts,
pot ser divertit.

14



Plantejament:

Podem proposar la segient taula per plantejar el problema de forma ordenada i
esquematica on a la columna groga de la dreta trobem el nimero de la generacié
d’avantpassats, és a dir, suposant la primera generacié com l'abellot en questid si
retrocedim en el temps trobem la: segona, tercera, quarta... generacié de avantpassats en
el mig la taula d’individus diferenciats per sexe (F = reina i l:abellot) gque representa

I'arbre genealdgic d’'un abellot qualsevol i en 'tltima columna el nombre de individus que

forma cada generacio d’avantpassats.

Nl W | O] O | ©
m| M| M| M| M| T| T

H

Solucio:

La successi6 de nombres igual al nhombre de parelles de conills per cada mes, és

’'anomenada successio de Fibonacci, i aquest problema és I'origen d’aquesta

Conclusié:

La successié de Fibonacci és la solucié al problema: Segons se sap, una
vegada inseminada I'abella reina d’un rusc per un abellot (d’'un altre eixam),

aquella queda al seu rusc i ja no surt més, dedicant-se a la posta d’ous que

ella mateixa va fecundant o no, donant origen aixi a les abelles obreres i reines

15



Definicié com a enunciat:

La successi6 de Fibonacci, com em observat abans, és la seglient successio de nombres:

1,1,2,3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181...

On:
fi=1
=1
fz=2
fa=3
fs =5

Observem que cada terme a partir del segon, sense contar aquest, és la suma dels dos

altres, a partir de aquesta observacié podem definir la successié com un enunciat®

Conclusio:

La successio de Fibonacci és aquella successié en que els seus dos primers
termes son “1” i “1” respectivament i on cada terme a partir dels definits és la

suma dels dos anteriors.

Definicié com a llei de recurrencia :

La successi6 de Fibonacci pot ser definida mitjancant una llei de recurréncia®, una llei que

a partir d’elements anteriors pugui descriure els posteriors:

Per a tal de descobrir-la podem calculem alguns del primers termes de la successio partint:

® Enunciat en referéncia a les conclusions del apartat.
° Recurréncia: Propietat de les seqiiéncies en qué qualsevol terme es pot calcular coneixent els precedents,
per tant una llei de recurréncia sera aquella amb la qual es puguin calcular termes posteriors a partir dels

anteriors.
16



f3=1+1=2

fa=f+ f;3=1+2=3
fs=fi+ f,=2+3=5
fe=fat+ fs=3+5=8
fr=fs+ fe=5+8=13
fe=fet+ f,=8+13 =2
fo=f+ fg=13+21 =34
fio=fs+ fo=21+34=55

Conclusié:

La successio de Fibonacci és aquella tal que complexi:

RN

Una mica de meticulositat:

Les successions de Fibonacci i la successié de Fibonacci

“0”i a vegades com a “1”, malgrat aix0 la successio no varia.

No obstant la successio de Fibonacci pot ser ampliada amb valors de

N

A vegades la successio de Fibonacci es sol definir amb el terme primer igual a

17



En resum quan parlem de successio de Fibonacci ens referirem a la tipica
successio 1,1, 2,3,5,8,13,21,34,55...00,1,1, 2,3,5,8, 13, 21, 34,55... i
guan parlem de successions de Fibonacci ens referirem a les successions on
gualsevol terme donat és la suma dels dos anteriors.

Un exemple de les successions de Fibonacci pot ser els nombres de Lucas:

1,3,4,7,11, 18, 29, 47...

Definicid com a la suma de les diagonals del triangle de Tartaglia o Pascal:

En la seguent imatge observem el triangle de Pascal o Tartaglia:

Triangle de Pascal o Tartaglia en aparenca a un panel d’abelles.

Si tracem en cada vertex dels hexagons amb que s’ha construit el Triangle tracem una
diagonal i sumem el valor dels hexagons que travessa per la meitat obtindrem la successié

de Fibonacci (els colors verd i blau alternats facilitaran la identificacio).

18



1=1
1+1=2

1+2=3

1+3+1=5
1+4+3=8
1+5+6+1=13
1+6+10+4=21
1+7+15+10+1=34

1+8+21+2045=55
1+9+28+35+15+1=89

1+10+36+56+35+6=144

I Exemple de com obtenir la successio de Fibonacci a partir del triangle de Tartaglia o Pascal. |

Conclusio:

La successio de Fibonacci queda definida pels valors resultants
de la suma dels nombres de les cel-les hexagonals tallades per
la mitat, on cada diagonal s’inicia en els vértexs accessibles per
un dels dos costats no horitzontals i cada diagonal defineix un
sol nombre, tal que la primera diagonal defineix el primer la

%

Definicié com a funcié generadora:

La successio de Fibonacci pot ser definida com els coeficients de les poténcies de la

seérie’® obtinguda de la segiient funcié generadora®:

X
flx) = T—x—a2= Tl +1x% +2x3 +3x* +5x°> +8x° +13x7 + Ix8

' En matematiques, una série és la suma dels termes d'una successié, una suma amb un nombre infinit de
termes o sumands

! Una funcié generadora és aquella per a una successié qualsevol a,,a,, as ... és la funcio:

f(x) = a;x + a,x? + azx® + a,x® + - Es a dir, una série formal de poténcies on cada coeficient és un
element de la successio.



Conclusié:

La successi6 de Fibonacci pot ser definida a partir de la
funcié generadora:

Definicié com a Férmula explicita:

La successio de Fibonacci també pot ser definida sense necessitat de calcular cap dels

seus nombres anteriors, és a dir , amb la seva formula explicita*?.

1 [/1+v5\" (1-v5\"
wegl) (%)

On, n > 1 ja que la successi6 té un Gnic*® terme inicial.

Conclusié:

La successi6 de Fibonacci és aquella on cada terme
compleix la igualtat seguent:

1.1.3.Propietats:

La Successio de Fibonacci presenta moltes propietats matematiques i en aquest apartat

deduirem i formularem®* algunes de les més curioses:

12| a anterior formula s’acabara de desenvolupar i vincular en I'apartat: propietats del nombre d’or.

B Enla propietat 3 del nombre d’or observarem que la successiéo Completa de Fibonacci, no hi ha terme
inicial.

4 S’ha suprimit I'apartat de demostracions, per la complexitats de fer els calculs i la pérdua de comprensié
gue suposarien, no obstant el apartat de deduccié facilita la identificacié de la veracitat de les propietats
trobades .
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Propietat 1:

Deducci6:

Si multipliquem el tercer terme pel cinqué el resultat és 10, una unitat més que el quart

terme al quadrat. Aixo passa amb el els termes Imparells consecutius.
Posem-ne dos exemples:

2-5=32+1

5-13=8%2+1

En canvi, si multipliquem dos termes parells, el resultat €s una unitat menys que el nombre

del mig al quadrat.
Posem-ne dos exemples:
3-8=52-1
21-55=342-1
Formulacio:
Suposem tres termes consecutius:f,,_z, fn—1 i fn
ONn: fuz: fo=foa’ 1
Si “n” és parell implica que la unitat resta.

Si “n” és imparell implica que la unitat suma.

Podem formular®®:

Igualtat (F#P#1) foca fo=focis + (D" v=>3neN

* Els simbols matematics anteriors tenen les segiients traduccions:
€ ->"pertany a”
Vv->"per a tot”
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Propietat 2:

Deduccié:

Si sumem els cinc primers termes de la successio meés la unitat ens surt el sete terme .

sumem els sis primers hi afegim 1, surt el vuiteé.
Fem-ho:
Seté terme:
1+1+2+3+541=13
Vuite terme:

1+1+2+3+5+8+1=21

Provem dos més per a veure si obtenim el nove i desé terme:

Noveé terme:
1+14+2+3+5+8+13+1=34
Desé terme:
1+1+2+4+3+54+8+13+21+1=55
Formulacio:

No obstant també podem escriure les anteriors igualtats com:
1+14+2+3+5=13=1
1+14+2+4+3+54+8=21=1
1+14+2+3+54+8+13=34=1

1+1+2+3+5+8+13+21=55=1

Si
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Aixi si sumem els “n” primers nombres de la successio de Fibonacci, el nombre obtingut és

igual al terme “n+2” menys 1.

Formulem-ho:

Igualtat (F#P#2) h+th+fetfh=funa—1 YVn >1n€eN

Propietat 31 4:

Deduccié:
Dues propietats també curioses pero en sintesi la mateixa'® que I'anterior sén les segiients:
Suposem un fragment de la successio de Fibonacci, els 10 primers termes:

1,1,2,3,5, 8,13, 21, 34, 55...

Ara diferenciarem alguns valors d’aquesta de dos formes diferents, en esséncia les dues

possibilitats de valors alternats :
1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55...

1,1,2,8,5,8, 13, 21, 34, 55..

Eliminant els valors no subratllats obtenim dues successions noves:
1,2, 5,6 13, 34,...

13,8 21 55...

Si ens donem compte podem escriure les seglents igualtats:

1+2=3

14 No obstant acabant en la mateixa propietat obtenim unes altres dos. A més és interesant recordar que en
matematiques una mateixa veritat o igualtat pot ser trobada per camins ben diferents.



1+2+5=8
1+2+5+13=21

1+2+5+13+34=55

Si ens donem compte podem escriure les segients igualtats:
1+3=4=3=1
1+3+8=12=13=1
1+3+8+21=33=34=1
1+3+8+21+55=88=289=1

Formulacié:

De Ia primera successié (on “n” és un nombre imparell) podem formular:

Igualtat (F#P#3 +fh+fs..tfh = vn=1neN

De Ia Segona successié(on “n’" és un nombre parell). podem formular:

Igualtat (F#P#4 +ftfe..tfn= —1 vVn=1neN

| de la suma de les dues igualtats anteriors obtenim que:

fitfs+fs ot fu=fan
fotfatfeoutfu=/fos1—1
hthththtfstfeth=/ -1

Es a dir la igualtat (F#P#2) :

Igualtat (F#P#2 + 6+ f..+ —-1vn=>1
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Propietat 5:

Deducci6:
Si sumem els quadrats de la série de Fibonacci, ens trobem amb una curiosa propietat
Fem-ho amb alguns exemples:
12412=2=1-2
12+1°+2°=6=2-3
124 12+224+32=16=3-5
12412422432 +52=40=5-8
124+ 12+224+32+52+82=104=8-13
Formulacio:

Observem que la suma dels quadrats dels “n” primers termes de la successio de Fibonacci

son iguals al producte del terme “n” i “n+1”

El que podem formular com:

Igualtat (F#P#5) 246+t fil =fo fars ¥Yn=1n€EN

1.2.Nombre d’or:

1.2.1.Notacions:

Notaci6é simbolica:

El nombre d’or es representa de forma abreviada mitjangant:

- La vint-i-unena lletra de l'alfabet grec, anomenada Fi, es pot utilitzar tan en
majuscula(®) con en minuscula(p)'’ per representar el nombre d’or. (opcid6 més

comu i més acceptada).

Y També cal destacar que Fi en majuscula s'utilitza més per denotar el nombre d’or i més en mintscula per
. ) g _ 1
representar la inversa del nombre d’or, ¢ = 71 = Y

25



- La dinovena lletra de l'alfabet grec, anomenada Tau, es pot utilitzar tan en
majuscula(T) con en minuscula(t) per representar el nombre d’or. (opcié'® menys

comu i menys acceptada).

Lletra Fi en majuscula
(esquerra) i en
minudscula (dreta).

Lletra Tau en
majuscula (esquerra) i
en mindscula (dreta).

Una mica d’historia:
Els motius dels simbols

Les anteriors notacions del nombre d’or no sén casuals, sino que
presenten motius curiosos.

La lletra grega Fi és lainicial del nom del I'escultor grec Fidies (490 aC -
432 aC) la qual va ser proposada pe matematic nord-america Mark Barr,
al voltant del 1909, en memodria d’aquest. Fidies va construir el Partené
d’Atenes, en el qual i destaquen nombroses relacions entre distancies que
donen com a raé el nombre d’or.

La lletra grega tau, inicial de Topun, "tall" o "seccid" en grec ,va ser
proposada per el matematic anglés Rouse Ball (1850 dC- 1925 dC)per
referir-se a la seccio auria, ja que el seu significat en grec la feia
especialment adient.

<Fotografia del Pante¢ fet per Fidies.>

* En el treball sols utilitzarem la notacié amb la lletra majascula Fi.
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Notacié aritmética/numerica:

El nombre d’or es representa com el valor numeric resultant de I'operacié aritmetica
seglent:

1++/5

= 1,61
5 ,618

La seva notacié no es pot simplificar ja que el nombre en si mateix és una fraccié d’un
nombre irracional, v/5. Per tant si volguéssim expressar el nombre d’or com a decimal
exacte no podriem ja que el resultat exacte de I'operacié té infinits decimals no periodics ,
és a dir que els nombres decimals que obtindriem en fer la diviso no es repeteixen i per
tant no es pot escriure de forma decimal completa ja que el resultat té infinits decimals que

Nno segueixen cap pauta.

1.2.2.Definicions:

Definicid seqgons els conjunts numeérics (teoria de conjunts):

Val a dir que els conjunts numerics son una classificacio de tots els nombres segons les

seves propietats, la classificacié que donarem esta basada en I'actual teoria de conjunts.

Aquesta definicié'® ens servira per fer-nos un mapa de la gran varietat de nombres que
trobem en 'univers matematic i saber on esta situat el nombre d’or per entendre’l una mica

millor, tot i que no definirem cada conjunt per tal de no estendrens més del compte.

El seglent diagrama de Venn mostra els diferents tipus de conjunts numeérics definits
matematicament. Aquests presenten una estructura en forma de ceba, on els conjunts més
grans son la unié de conjunts més petits que a la seva vegada estan dintre d’altres més

grans i aguests en altres més grans i aixi successivament.

19 7 . . e s e o / . . ..o
Realment no és una definicid ja que hi ha més nombres amb les propietats del nombre d’or no obstant la intencid és
situar el nombre d’or en I’ocea numeéric.



Complexos

Diagrama de Venn dels
diferents conjunts numerics

Un nombre complex és aquell nombre z = a + bi, en el cas del nombre d’or, b =0

Un nombre real és aquell on b = 0, per al valor de “Z”.
Un nombre real algébric és aquell que és solucié d’'una equacié polinomica.

Un nombre irracional és aquell amb infinites xifres decimals que no segueixen cap pauta

Conclusié:

El nombre d’or és un nombre complex, real, real algebric i
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Definicié com a soluci6 a la diviso d’'un segment:

El nombre d’or també pot ser definit com a solucié de dividir un segment en dos parts on la
longitud total amb la primera part té la mateixa proporcié que la primera part amb la

segona, dit d’una altre manera, el tot és a la part com la part a la resta.

®
®
[ ]

Si formulem I'anterior problema de forma algebraica obtenim :

X l
I x-1

On x és el valor del major segment resultant de la divisio i | la longitud del segment

Si desenvolupem:

[
=——=x(x-D=0Pa2x*>—xl=P=x*-Ix-1’=0=>x

x
I x-1

L JEDT A1 (C1) LeVEFAR  1+V5E 1+ W5 - (1+45)
B 2-1 B 2 -2 2 2

1++/5
2

Obtenim que el valor de x és el nombre d’or per una constant, la constant de la longitud

total del segment a dividir.

Si agafem el resultat positiu, i suposem la longitud total del segment com la unitat, és a dir

1 obtindrem:

1++/5 1++/5 1+v/5 1445
l- =1 =1 =

2 2 2 ;=@

Conclusio:

El nombre d’or és la solucio positiva a la divisié d’'un segment
unitat on aquesta és a la part com la part a la resta.
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Definicid com a equacio de segon grau:

El nombre d’or pot ser definit com la solucié positiva de 'equacio de segon grau seguent:
x2—x—-1=0

Ja que si resolem I'equacié obtenim:

1+ /(-2 —4-1-(-1) 1+VI+4 1++5
2-1 B 2 2

X2—x—-1=0=x=

Si ara agafem d’entre les dues solucions la positiva obtenim:

1+vV5 1++5
;T =

Conclusio:

El nombre d’or és la soluci6 positiva a I'equacio de segon grau: x2 —x —1 =0

Definicid6 com a nombre metal-lic:

Els nombres metal-lics sén les solucions positives de les equacions de segon grau de

tipusx? —px—q=0 onpEN A gEN 20
Recordant I'equacié de segon grau de I'apartat anterior: x> —x —1 =0

Podem definir el nombre d’or, com el resultat positiu de I'equacié com a nombre metal-lic

ambp=1iqg=1

Conclusio:

El nombre d’or és el nombre metal-licambp =1ig=1

%0 Els simbols matematics anteriors tenen les segiients traduccions:
€ ->"pertany a”
N _>Hi1!
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Definicié com a fraccié continua:

Els nombres metal-lics ,"M” tenen una curiosa propietat, poden ser expressats com una

fraccié continua simple de periode?® “p”. Podem definir el nombre d’or com la fracci6

continua simple de periode seglent:

1

1
1+ il

1+

T+y7

=[1,1,1,11..]1=[1]

Per facilitar la comprensié podem intentar demostrar la anterior igualtat partint de la

proposicié de que el nombre d’or és igual a la fraccié continua anterior, fem-ho:

d=1+ 1 1+1 d 1+1 d 1+1 q>+1 ¢+1 P2
= = —_ = —_ = — —_ = — e —
14 1 @ d 1 & & @ b
1+ 11
1+ ———
1+97
2 2
1+v5\" 1++5 (1+v5)" 1++v5 2
=b+1=> 5 =— +1= Z =— +E

:>12+2-1-\/§+-\/§2_3+\/§:>1+2\/§+5_2(3+\/§):> 6 + 25

= =
4 2 4 2(2) 4
6 + 25
= — c.v.d
4
*! Una fracci6 continua simple de periode p és de la segiient forma:p + - L= [p,p,p,p .1 =[pP] per
e

Ee
facilitar la representacié de termes [p,p,p,p ...] = [p] on la marca a sobre de p indica que I'element es
repeteix indefinidament.
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Conclusio:

El nombre d’or és la fraccié continua simple de periode, p=1

Definicid com a successio infinita d’arrels guadrades:

El nombre d’or pot representar-se de la segiient forma®*:

\I'1+ 1+ 1+\[1+ 14T+

Alguns exemples poden facilitar la comprensio sobre com hem definit el nombre d’or i la

d= |1+ |1+ |1+
NN N

veracitat de la definicid en si.

+1=1

+ /1+\/T5 1.4142
+ f1+ /1+\/Tz 1.5538

+ |1+ /1+ /1+\/T51.5931
+ 14+ |1+ /1+ /1+\/T51.6119

?? Agafant Gnicament el valor positiu de les arrels.
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+ 1+ (14 |1+ f1+ /1+\/Tz1.6161

+ |1+

1+ |1+ |1+ /1+ /1+\/Iz1.6174
+ 1+ 1+\Ii1+ 1+ |1+ /1+ /1+\/Te1.6178

|
+ 114 11+ |1+ i1+ 1+ |1+ /1+ /1+ﬁ51.6180

A R R

Observem que quantes més arrels hi ha, més proper és el resultat al nombre d’or, per tant

podriem deduir que el limit és el nombre d’or.

No obstant aquesta definicid és pot demostrar a partir de la definicié del nombre d’or com a

solucio de I'equacié

xX2—x—-1=0202-P-1=0> P?=d+1
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Es a dir és compleix que:

1+/1+JL+~=V1+¢:(¢V=(wuwm2:qﬂ=(wpum2=1+¢:qﬂ

=db+1 c.v.d

o

Conclusio:

El nombre d’or és la successi6 indefinida d’arrels quadrades de la unitat

més ella mateixa;: ® = \/1 +vV1++V1..

Definiciéd com a limit de rad entre termes consecutius de la successié de Fibonacci:

Les extenses relacions entre el nombre d’or®® i la successié de Fibonacci son tant estretes

gue podem definir el nombre d’or integrament a partir d’aquesta successié

Per fer-nos una idea observem , qué passa quan dividim entre si termes de la successio de

Fibonacci®* per el seu posterior:

1—1
1_

2—05
1_ ’
3—15
2_ ’
5—16
3_ )

2 Recordem una aproximacié molt exacta del nombre d’or: 1,618033989
24 Recordem la successio de Fibonacci: 1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233...
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8—16
5_ )
13—1625
8_ )

1
= 1,6153846

3 . 1,6190476
21~

5 . 1,617647059
34

89—161?3
55 [

Podem observar que cada vegada, com més avancats son els termes de les divisions ,
més proxims estem al nombre d’or, és a dir en el limit de la successio la rad sera el nombre

d’or.

Conclusio:

El nombre d’or és el limit de la rad entre un nombre de la successio de
In

fa+1

Fibonacci i el seu posterior. ® = lim,,_,

1.2.3.Propietats:

El nombre d’or presenta curioses propietats matematiques, en aquest apartat les:

deduirem, formularem i demostrarem® de forma pausada entenedora i clara.

Propietat 1:

* Els tres subapartats (deduccio, formulaci6 i demostracié), malgrat la simplicitat han sigut el resultat d’una
profunda reflexio, com a metode notable de construccié de les matematiques i com a habit oportu pels
estudis posteriors. En I'apartat de la successié de Fibonacci s’han suprimit per facilitar la comprensid.
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Deducci6:

Partint de la definicié del nombre d’or com a solucié de I'equacio:
x2—x—1=0

Formulacié:

Podem formula la segiient igualtat:

PZ-—Pp—-1=0

Si ordenem els termes per tal de saber el valor de ®? , obtenim la seglient igualtat:

Igualtat (N#P#1) P2 =@ +1

Demostracio:

Per demostrar la veracitat de I'anterior igualtat substituirem els termes de la igualtat pels

valors numerics, partint de la Igualtat (N#P#1).

1+\/§>2 1++5 (1+v5)" 14vV5 2 1242-1-V5+5
= +1= = +5=

2:
® CD“:}( 2 2 4 2 2 4

_3+\/§:>1+2\/§+5_2(3+\/§):> 6+2V5 6+2V5

= v.d
2 ) 2 0 4 4 v

36



Propietat 2:

Deduccié:

Podem deduir altres curioses propietats del nombre d’or jugant amb la posici6 de la igualtat

(N#P#1), com per exemple si dividim cada costat de la igualtat per el nombre d’or?®.

P2=0p+1 ¢ _o+1 d q)+1 1+1 1+ 1
= > — = D = — —_= —_=
() b d oD )]
Formulacié:
Igualtat (N#P#2) =1+

Demostracio:

La demostracio és el procés invers a el de deduccio, ja que demostrarem la igualtat

basant-nos en primera igualtat ja demostrada:

¢ 1+1 (@) @ (1+1> P> P2=0p+1
— —_ . = — - = =
P )

Ara substituim el terme @2 per "® + 1" de (N#P#1) per i obtenim:

b+1=d+1 c.v.d

% Com ja haviem dit en el apartat de notacions, ¢ és la inversa del nombre d’or, és a dir 1 partit per el
nombre d’or o el nombre d’'or elevat a menys 1, en llenguatge matematic, ¢ = é =1
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Propietat 3:

Deduccié:

A partir de la nova igualtat encara podem formular una nova igualtat amb la inversa®’ del

nombre d’or,
¢=1+l:¢=1+(p$(p=l=fb—1
O o
Formulacié:
Igualtat (N#P#3) e=d-1

Demostracio:

Com en la anterior propietat, també demostrarem aquesta a partir de la igualtat (N#P#1).
ep=0P—-1>(¢) - P=(P-1)- P=1=02 -

Ara substituim el terme ®2 per "® + 1" de (N#P#1) per i obtenim:
1=p2-P>31=0+1 -d=>1=1 c.v.d

Propietat 4:

Deduccio:

Perd encara hi ha més, ja que a partir de igualtat (N#P#1) se’'ns pot ocorre la seglent
pregunta: Que passaria si multipliquéssim els dos costats de la igualtat tantes vegades

com volguéssim per @ , per a obtenir tots el valors de les poténcies del nombre d’or?
Fem-ho amb alguns exemples:
D= +1
(@) d=(P+1) - dP=>P3= P24+ @

(@2) @ - O=(P+1) - - D= (D) -P2=(d+1) P2 = d* = P3 + P2

% Com ja haviem dit en el apartat de notacions, ¢ és la inversa del nombre d’or, és a dir 1 partit per el
nombre d’or o el nombre d’'or elevat a menys 1, en llenguatge matematic, ¢ = é =1
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(@) @ - d=(P+1)- PP - D= () -P3=(P+1) P3= D5 = Pt + P3
(@) ¢ - - D=(P+1)- P& -P- P> (P2) - P*=(d+1) - P* = P6 = P5 + Pt

(@) DD DD D=(DP+1) D D-D-D-D= (D) D5 = (b +1)- DS
= ¢ = P° 4 P8
(@) DD DD D=(D+1) DD DD DD (D) D = (d+1)- DO
> P = &7 + PO
(D) DD DD DD D=(D+1) D DD-D-D DD (D) D = (D +1) D7

> 0% = O8 + @7

(@) P PP PP PP P=(P+1)-P-DP-P-DP-D-D-D-P > (D?)- P8
=(P+1) P> P10 = @+ P8

Pero que passaria si ho provem dividint per el nombre d’or? Per trobar les potencies

menors de ®2?

2=+ 1
d? d+1 o 1 1
(CDZ):CI>=(CI>+1):¢=E=( s )=><1>=5+5=1+5=c1>°+c1>-1
P2 (O +1) ® 1 1 1 .
(CDZ):CDZCDZ(CD+1):CD:CD:§:T:>1:Q)O:E &:a'f'a:q)l'i—q)z
®2 (d+1) 1 B ) 1 1 1
(CIDZ):CIJ:CID:CIJ=(CI>+1):CI>:CI>:CI>=§=T=>5:cb1:54-5:&.{_F
=24 3
2. db- b D — . .q).cp.q)_cbz_(cb-l_l) 1 _q)—Z_q) 1_ 1 1
=3 4 ot
T Y R N SR S
(@ ).CD.(D.CD.(D.CD—(CD+1).CD.CD.CD.CD.CD—E—T=>E— _E-l_ﬁ
1 1
Z@-F&:CD_‘}-FCD_S
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»? (@+1) 1 ® 1

(CDZ):QD:QD:QD:QD:dD:dD:(d>+1):CD:CD:CD:CD:CD:CD=—6_ = =>—4=q)—4=_6+_6
1 1
— — B-5 -6
__IS+_6_q) + P

, ¢z (d+1) 1 s
(99):D:D:D: D:D: D: D = (d>+1):CD:CD:CD:CD:CD:CD:CD=E= o7 =E=CD

b 1 1 1 i _
_E-I_E:E-l_E:q) + &

2 d? (P+1) 1
(QD):¢:<D:d>:d>:d>:d>:d>:d>=(®+1):d>:CD:CD:CD:CD:CD:CD:d>=E= o :@6

b 1 1 1 s s
=E+E=F+E=¢) + o

®2 (¢+1) 1

(D) P: D: D: P: D: D: P: P: P = (d>+1):d>:d>:CD:<I>:<I>:<I>:¢>:¢>:¢>=E o9 :E

_y O 1 1 1 _g 9
=o ZE-I_E:@-I_@:(D + &

2 ®2 (P+1)
(@ ):CD:CD:CD:CD:CD:CD:CD:CD:QD:®=(<D+1):<D:<I):<I):<I):<I):CI>:CI>:CI):CI):CD=q)lo= ST
1 o 1 1 1
ST Tt en g teu = T e

2

)
() P: D: P: P: D: P: P: P: P: P: D = (CI)+1):d):d):d):d):d):d):d):d):d):d):d)=E

(@®+1) 1 ® 1 1 1
- = _q)10+¢11

= CI)_9

ot v ¥ Tputan =TT

2

(92):D:P:D:P: D: D:P: D: D:P: D: D= (D+1):D: P: D: D: D: D: P: P: D: P: D: D :E

T ot + P12

(d+1) 1 d 1 1 1
= =

o12 $10 710 = o1z T o1z =7 + o7
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Formulacié:

Després de fer un ampli calcul en I'exemple ens adonem d’un patré, per acabar de

simplificar-ho, podem ordenar el resultats en una taula:

En la taula es pot observar que cada potencia del
(columna esquerra ) es pot
sempre com la suma de dos
poténcies(color cian i color magenta) del nombre
d’or i aquestes poténcies son les dues poténcies
anteriors de la qual volem saber el valor. Es a dir
la potencia enésima del nombre anterior és la

suma de les dues anteriors, formulant-ho:

Potencia | Resultat | | ®° | @ +d™

oL %+ p° ol [ 9%03 nombre d’or
&’ D o7 (pTga | expressar
®° O+° o | O+

o’ Oo+° o | @+p°

o° O*+* o° | @+

P> o+° o° | O+

o? O3+? o7 | @F+o”

®° (O of [+ ™

®? o+d° o° | oT+o™

o' %! o | o+

Igualtat (N#P#4) " = P14 P2

Demostracio6:

Donada 'anterior expressi6 algebrica podem denotar la seva veracitat demostrant-la

@
" = P! + P2 = PRPTIHPP T = PP + P 2) = N = ON(PT + 7)) = —

=@+ ) =>1=(@'+P ) ==+

= O3 = P2 + ¢ = {+}

n
q)n
_¢2+cb

TP s 1T gl

1 1 92+

Ara substituim @3 a partir de la igualtat (N#P#1) , com:

P3=0] - (P?)=]-(P+1)

Continuem en I'GItim pas de la demostracié substituint @3 pel valor igual @ - (® + 1) trobat

en el pas anterior a partir de la igualtat (N#P#1)

(x} 20 (P+1)=P?2+DP=>P2+D=P%2+ P

c.v.d
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Propietat 5:

Deduccié:

Que passaria si volguéssim desenvolupar la suma de poténcies expressades en les

propietats anteriors, fins el punt de obtenir una expressié de grau 1?
Fem-ho comencant a partir de la igualtat (N#P#1):
PZ=0p+1
P3=P?+P=(P+1)+(P)=20+1
Pr=P3+ P2 =2P+1)+(P+1)=3P+2
P°=0p*+P3=BP+2)+(2P+1)=5d+3
PO =°+P*=(50+3)+(3P+2)=8P+5
7T =Pp°+ P> =(8P+5)+ (50 +3)=13P+8
P8 =7 + P° = (130 +8) + (8d +5) = 21P + 13
% =P8+ &7 = (21d + 13) + (13P + 8) = 34D + 21
D10 = % + ¢ = (34D + 21) + (21d + 13) = 55® + 34
Bé, pero que passaria si ho provem amb les potencies inferiors a 2?
Provem-ho:
Per fer-ho partirem de la igualtat (N#P#4)
d" = PP 4 P2 = P12 = —_pn-1 4 PN
A patrtir de la reordenacio de termes de la igualtat (N#P#4)
Pl=-P?2+P3=—(Dd+1)+R2P+1)=P+0
P =-P1+P?2=—(P+0)+(P+1)=00+1
P l1=-+Pl=-0P+1)+(P+0)=10—-1
P ?2=-P1+P°=-(10-1)+(0DP+1) =—-1D + 2
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q)—S

=924+ 1=—-(-10+2)+(P-1)=20-3

Pt =-03+ P2 =-20P-3)+(-1P+2) =3P +5

PP S =-*+P3=—(-30+5)+2P—-3)=5d-38

P C=-P5+P*=—-(5d—-8)+ (-3 +5)=-8d+13

7 =-P 0+ P >=—(-8d+13) + (50 -8) =13d — 21

O 8=—-p7+P=—-(130—-21)+ (—8P + 13) = —21P + 34

O 9=—-p 8+ P77 =—(-21d +34) + (13® — 21) = 34d — 55

O 10 =—-p %+ P 8=—-(34d —55)+ (—21d + 34) = —550 + 89

Formulacio:

Després de fer un ampli calcul d’exemple ens adonem d'un patrd, per acabar de

simplificar-ho, podem ordenar el resultats en una taula:

Potencia | Resultat
o' 1D+0

»° 10+

o° 20+1

o* 30+2

®° 50+3

o° 8D+5

o’ 130+8
o° 2io+13
®° Bdo+R |
o 550+84 |

o’ |[0d+1

ot [ dop-1

®° |-1p+2
o° | 20-3

o* |:3P+5
o> |5O-8

o° | -80+13
o7 [1302d |
o° | 2io+a |
o |BAD-55
o™ | -550+89 |

A la primera columna observem que a partir de la
segona potencia del nombre d’or podem obtenir
les potencies del nombre com la suma d'un
nombre de la successié de Fibonacci i ,un altre
d’aquesta mateixa com a coeficient del nombre
d’or. No obstant, trobem element que no trobem
en la definici6 de la successio de Fibonacci.
Malgrat I'anterior podem ampliar aquesta de tal

forma que existeixin el termes:

N SR N A
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Aquesta successio 'anomenarem successio Completa de Fibonacci, i la definirem com:

5057

On n és qualsevol nombre enter, és adir, n € Z

_ 1
fn=7

!

La nova successio definida és la seguent:
.89, -55, 34,-21,13,-8,5,-3,2,-1,1,0,1, 1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89...
O amb notacié simbolica, per saber la posicié del anteriors:
Undn = f" 10 1o f o f g f o f o f g f o f g f o f g
S0 APTY APYY APV AUYY TS AV AT AN BIVY APV APPR

Amb I'anterior i la taula podem formula:

Igualtat (N#P#3) o =f" D+ [,

Demostracio:

Podem demostra l'anterior igualtat transformant els termes de la definicio de la nova

successio en valors del nombre d’or, de la seguent forma:
Primer valor a expressar en termes del nombre d’or:

1 1 B 1

Qo -1)"1 =

1
z¢—1=2_<1+«§>_1 <2+2\/§>_1_<g+22£>_1

2 2 2

__tr __r _1
T (1+v5)-1 1-1+v5 5
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Segon valor a expressar en termes del nombre d’or:

o <1 + \/§>n
2

Tercer valor a expressar en termes del nombre d’or, utilitzant la Igualtat (N#P#3) elevada a

@,

n”:
R o i I T_(F14Y5 2\ (—142445\" _ (1-45)
¢ = —\7 2 —\7 2 2) = 2 “\ 72

Per tant obtenim que:
o 1 [/1+vB\" [1-+5) IR O = (- + 1)
fn_\/_§< 2 ) _< 2 > =(29-1) [(p _(_(p)]_ 20— 1
Ara substituim en la igualtat a demostrar el terme f',, per | q)n_(_—(bmoperem:

20-1
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P — (- + 1)") ol —(—o+1)"

Pn=f D+ f > P =
[ [in-s ( 20 — 1 20 — 1

P _p(—p+1)" PV I—(—p+1)"

20 — 1 + 20 —1
O _p(—p+ 1) + P (—p 4+ 1)
= ( ;d) N ( ) > o™ 20 —-1)

=" —P(~d+ 1)+ 0" — (0 + 1) > 20™ — "

="l —Pp(—p+ 1"+ O — (=@ + 1)!

= 20" — " — Pl — Pl = —P (- + 1)"— (-0 + 1)

Sl — "l = —Pp(-d+1)"— (-0 +1)" 1> 0" (DP—-1—-071)
=-P(-0+1)"-(-o+ D" 10" (d—-1—01)

=+ [-o—-(-2+ 1) =20 - ((@—1)—d71)

=(-o+ 1" [-o—(—@ + 1) 1] = {x}

Apliquem la igualtat (N#P#3) substituint els valors"® + 1" per “@~!” | en negatiu

_1”

substituint els valors " — @ + 1" per “—@ ~” tal com diu la igualtat demostrada (N#P#3)

(oo (@ H-0o)=(o+D": [—q:)—(—cp‘l)‘l] " (¢ -0
=(o+1D)" [-0 - (=) ]2 0" (0) = (-2 + )" [-0—(-D)"]
500" =(-0+1)" (- +P) > 09" = (—@ + 1)™- (0) = 09"
=0(-2+1)"=>0=0 c.v.d
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2.Geometria:

En aquest apartat definirem els elements geomeétric que es deriven del nombre d’or de
forma pautada i sistematica per tal de facilitar la compressié i donar un aire d’igualtat als

diferents apartats.

2.1Segment auri:

®
®
[ ]

Es la divisié de un segment en dos segments?® tals que compleixin la segiient igualtat:

AX+XB AX
AX  XB
On podem deduir que és compleix:
_AX 1445
~XB 2

?® La notaci6 utilitzada per definir un segment solen ser dues lletres majiscules que fan referéncia a dos
punts i defineixen aixi el segment que formen com el fragment de la recta que va d’'un a l'altre. Es a dir la
distancia del punt A al punt B és representa com el segment AB
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Una mica d’historia:
Euclides i els seus elements

Euclides d’Alexandria (325 aC — 265 aC) un dels matematics més il-lustres de
I'antiguitat, en la seva extensa obra els “Elements”tractat matematic que consta
de 13 llibres, realitza una construccié equivalent a la seccié auria en la
proposicio 11.11 i en fa una definicio en VI.3 i I'anomena com segment dividit en
mitja i extrema rao.

Proposici6 11 del llibre II:

“Dividir una recta donada de tal manera que el rectangle comprés per la recta
sencera i un dels segments sigui igual al quadrat del segment que queda.”

Definicié 3 del llibre VI:

“Es diu que una recta ha estat tallada en extrema i mitjana rad quan la recta
sencera és al segment major tal i com el segment major és al segment menor.”

També cal destacar que I'origen documentat conscientment del nombre d’or,
és I'anterior obra de Euclides, ja que no hi ha cap document anterior que se’l citi
de forma tan conscient, o almenys de forma demostrable.

No obstant per els antics grec el anomenat actualment segment auri 0 segment
d’or no era anomenat aixi ja que no hi havia donat cap nom concret simplement
el nombraven: diviso d’'un segmento en mitja extrema rao o de forma succinta i
lecontita, la secci6

CrelrrmE s
o .n'mntﬁs'*; F1

<<Un dels fragments originals més antics que es conserven dels Elements, trobat a Oxirrinc i
gue data de c. 100. El diagrama és del llibre II, proposici6 5.>>
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2.2.Rectangle auri:

Es qualsevol rectangle que complexi la segiient igualtat:

DC _AB _1++5

~AD BC 2

2.3. Triangle d’or I

Es qualsevol triangle que complexi la segiients igualtats:

_CB_CA_1++5
~AB AB 2
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On els angles q, B, y son tals que l'orde (sense tenir en compte el ordre):

Hi ha dos tipus de triangles d’or, tots dos compleixen i comparteixen la primera igualtat no

obstant tenen angles diferents.

2.4.Triangle d’or I
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Es qualsevol triangle que complexi la segiients igualtats:

CB_CA_ 1++5

“AB _AB 2

36° =, 36°

On els angles a, B, y tal que (sense tenir en compte el ordre, és a dir, alfa pot ser beta perd

sols un angle alfa, sols un angle beta...com en el cas anterior):

a=108°
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2.5.Pentalfa regular (pentagon regular i poligon regular estrellat de 5 puntes):

K Qualsevol pentagon regular estrellat

compleix?®®:

KA KB 1++5

=BT aAB" 2

A
Qualsevol poligon regular estrellat de 5 puntes / \.,\
compleix®: [\
1] ‘ﬁ’J \Ll
AF = AG =BG = BH = LH = LI = KI = K] = MF ¢ ¢

=a

FG=GH=HI=1=]F= b

a_1+\/§
b 2

# Tal com podriem deduir trobem els dos triangles auris en el pentagon regular el primer com ABK i
el segon com MKL.
% En el cas del pentagon estrellat regular també trobem els rectangles auris: AFG per el primer i MLG per el

segon.
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El pentalfa o pentacle regular és un pentagon regular i les seves diagonals, on observem
un poligon regular estrellat de 5 puntes, on a la seva vegada queda escrit un altre

pentagon invertit®’.

En aquest podem trobar les proporcions de les altres dos figures, per tant és evident que hi
haura una relacio amb el nombre d’or en tot pentalfa regular. Tot i que podem destacar-ne

les seguients:

_ ML MG _JK 1++5
MG JK F] 2

3 Aquest processés és podria repetir de forma infinita, on cada pentagon regular contindria un poligon
regular estrellat de 5 puntes i aquest un altre pentagon invers, aquest un altre contindria un poligon regular
estrellat de 5 puntes i aquest un pentagon regular invers i aquest....



2.6.Decagon regular:

Qualsevol decagon regular compleix, on M és el centre del poligon regular :
MA =MB =MC =MD = ME =MF =MG=MH=MI=M]=MK=ML=r

AB=BC=CD=DE=EF=FG=GH=HI=I1]=]JK=KL=LA=c

r 14++5
(1):—: \/_
c 2

2.7.Angle auri:

Tal com il-lustra el seglient esquema I'angle d’or o auri és el resultat de dividir la un
segment amb rad auria i a partir de aquest fer una circumferéncia I'angle menor delimitat

per la primera divisié és I'angle auri.

a+b A
[ | ]
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L’ angle a resultant és aproximadament és el seguent:

Qualsevol angle a és auri*? angle sempre que compleixi:

o

3
a=360°— = 137,5°

2.8.Espiral auria:

L’espiral auria és una espiral —
logaritmica que és pot e

obtenir de forma aproximada
a partir d'una successio de
rectangles d'or i quadrats, tot /

tracant guarts de

circumferéncia dins cada / / ~

guadrat i tangents a ell, com [ ' »

podem veure en la imatge. f \

*> També és pot considerar un segon angle, el que restaria el anterior a 360°, el qual seria més correcte perod

- - . .. - 360°
€s més valorat el anterior, definim el altre angle auri com: 8 = e

55



També podem obtenir una aproximacio
a partir de triangles auris, tal com
mostra la imatge del esquerra.

Pero per definicié la veritable espiral
auria és, la que segueix la seguent

equacio:

0
r@@) =r-® /2

56



Mon fisic

1++/5
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1.Dissenys Humans:

1.1.Arquitectura:

La proporcio auria és present en infinitud d’edificis, potser en els més emblematics i tot de

la humanitat, sense entendre el pas del temps, les civilitzacions, les religions i els canons

de bellesa. En aquest apartat observarem alguns dels exemples notables més coneguts i

potser més controvertits.

Piramide de Keops:

Raons molt properes a l'auria s’han trobat en les
posicions i proporcions de les piramides de Giza ,com
a la piramide de Keops (2600 aC), aixi que sembla ser
gue cultures tan antigues com la egipcia ja tenien un
model de bellesa relacionat amb el nombre dor.
Malgrat aix0 no podem evidenciar que el/la/els
arquitectes  responsables  apliquessin  aquesta

proporcié de forma conscient o inconscient.

B

BC/AB= 1,618

Piramide de Keops al fons de la
imatge.

Piramide de Keops (dreta) , Diagrama amb les proporcions de
la piramide de Keops (esquerra)

Altres relacions deduibles poden ser les seguents:
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Un altre diagrama amb les proporcions de la piramide de
Keops relacionades amb el nombre d’or.

El Partend

A I'antiga Grécia es coneixien bé algunes propietats matematiques geometriques de la ra6
auria , per la seva frequent aparicio geometrica i, també se la sostenia com un notable

element en I'arquitectura ( una prova es el Parteno ).

El Parten6 a Grécia (dreta), i la fagana del mateix edifici amb un diagrama de rectangles auris relacionats.
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Altres relacions deduibles poden ser les segtents:

@
@ @

X - 7
Liel] [IN® | Il TRL AN Tiel ]
[ =

e T v Wr/‘ﬁ’rﬁ

Un altre diagrama amb el diagrama de la fagana del

Parteno relacionades amb el nombre d’or. Cal recordar

queVv5=20 -1

El Taj Majal:
Un altre edifici dins la gran llista és el Taj Majal i és fa evident que la proporcié auria

sobrepassa cultures.

Taj Majal amb rectangles auris i altres
relacions amb el nombre d’or (vermell).

60



Catedral de Noétre Damme:

Pero no només es troba la proporci6 aurea

l'arquitectura d'époques passades, sin6 que Noétre

Damme també visualitza les caracteristiques del

nombre d’or.
0N
Catedral de Nétre Damme amb el
seu pertinent diagrama amb
proporcions auries.

Torre Eiffel

Tornem a trobar-nos amb les propietats divines del nombre d'or a la Torre Eiffel a Paris.

La torre Eiffel en una posta o sortida de sol, les seves proporcions auries i una fotografia parcial
d’aquesta.
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['Edifici de I'ONU

| finalment, també trobem les
proporcions del rectangle auri
i les seves seccions a I'Edifici
de I'ONU a Nova York.

I'Edifici de I'ONU a Nova York és un prisma on dues de les seves
cares son rectangles auris.

1.2.Pintura:

En el mén de la pintura o de l'art en general el nombre d’or és un element practicament
omnipresent ja que infinitud d’artistes el fan servir. No obstant, anomenem algunes de les

obres més importants*>

L’ultim sopa de Leonardo da Vinci:

33 .z .
En relacié a la seva popularitat
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El rostre de La Gioconda o Mona Lisa de Leonardo da Vinci:

El naixement de Venus de Sandro Botticelli:
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La Sagrada familia de Miguel Angel:

L’edat atomica de Dali:
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1.3.Mdsica:

La rad auria ha estat usada també a la musica, tant per la durada de les notes (per
exemple pel compositor hongares Béla Bartok i el frances Olivier Messiaen), com per
I'organitzacio de les parts d’'una peca (per exemple en alguna obra del compositor mexica
Silvestre Revueltas) o fins i tot, en la relacié entre les frequéncies de noves notes fora de

les escales cromatiques (per exemple en For Ann (rising), de James Tenney).

A més la majoria d’'instruments presenten el nombre d’or o/i la successié de Fibonacci, dos

exemples en son el violi i el piano.

Piano:

L’escala del piano consisteix en 13 tecles, 8
d’elles sén blanques, les altres 5 negres i

aquestes ultimes és divideixen en grups de 3 i 2.
34

<
S

En la construcci6 dels violins

s'utilitza la proporcié auria de
forma més que evident tal com

mostra la imatge de I'esquerra.

34 - .
Cal destacar que I’escala sols conte 12 notes no obstant sempre s’utilitza un do d’escala superior per a tal de que els
sons siguin més agradables a I’oida, fet que enforteix la referencia de la successid de Fibonacci com a patro de bellesa

musical.
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2.Dissenys Naturals:

En la naturalesa, apareix la proporcié auria en alguns animals com en les dimensions

d'insectes i ocells i la formacié de cargols, entre altres.
2.1.Insectes:
Proporcio divina en la morfologia de les abelles.

La mesura de lI'abdomen de I'abella dividida per ® és igual a la mida
del seu torax i al seu torn la mesura del torax dividida per @ és igual

a la mida del seu cap.

_ L'abella és l'exemple més significatiu perd aquesta proporcio la
Abella i les seves

proporcions compleixen molts insectes, per exemple: llagosta, formigues o

destacades amb papallones.
compas auri.

2.2.0cells:

Com podem veure en el dibuix la majoria dels ocells guarden una relacio

de proporci6 Aurea entre el cap i el cos.

A més algunes aus com les aguiles descendeixen cap a la seva presa

dibuixant una espiral Aurea al cel.

Ocell i les seves
proporcions
destacades amb

compas auri.

2.3.Mol-luscos:

Actualment es conserven gran quantitat d'uns fossils molt especials, els ammonites, que

van viure al jurassic i el cretaci fa milions d'anys.
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Fossils de ammonites (esquerra) i representacio visual teorica de la seva morfologia.

En els mars de Filipines hi ha un mol-lusc, descendent directe d'aquests mol-luscs

prehistorics: el Nautilus.

La seva petxina, semblant a la d'un cargol, dibuixa una espiral perfecta. | no és un fenomen
tan estrany. Com els cargols creixen enrotllant sobre si mateixos i mantenint sempre la

mateixa

Les successives voltes van augmentant en amplada, en proporcié constant i invariable. |
aixo és precisament el que defineix les espirals, almenys a un dels seus tipus, les espirals

logaritmiques.

Com el cargol creix, també la seva closca. Un cargol tancara una secci6 de la closca i
afegira una nova camera en créixer, cada camera sera més gran que l'anterior per un

factor constant. Com a resultat, la petxina formara una espiral Aurea. En algun moment, el

caragol construeix un vorell al voltant de I'obertura de la closca, deixa de créixer.

Exemplar de Nautilus (esquerra) i tall de la seva closca amb el diagrama de una espiral
auria,
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2.4.Ser huma:
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L'home de Vitruvi de Leonardo Da Vinci

Leonardo da Vinci va realitzar
aquest dibuix per il-lustrar el llibre
De Divina Proportione del
matematic Luca Pacioli editat en
1509. En aquest llibre es
descriuen quines han de ser les
proporcions de les construccions
artistiques. En particular, Pacioli
proposa un home perfecte en el
qual les relacions entre les
diferents parts del seu cos siguin
les del dibuix. Resulta que la
relacio entre l'altura de I'home i la
distancia des del melic a la ma

és el nombre auri.

En el cos huma el nombre auri

apareix en moltes mesures®: la

relacio entre les falanges dels

dits és el nombre auri, la relacio

entre la longitud del cap i la seva amplaria és també aquest numero.

Imatge que mostra la
presencia del nombre
d’or en bragos i dits

desenterraven.

* Veure annex

consciencioses mesures

Si vols comprovar-pots mesurar des del teu muscle fins a la
punta dels dits de la ma estesa. El resultat divideix-per la
mesura des del colze fins a la punta estesa dels dits. (Quant et
surt?). Prova a fer el mateix amb les mesures des del maluc a
terra entre la mesura des del genoll a terra. També pots mirar
de repartir teva al¢cada total per la mesura resultant des del teu

melic a terra. Tots aquests estudis de Leonardo sén fruit de

estudis sobre cadavers que
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2.5.Plantes:

Com molt bé ens ensenya la
filotaxia®®, les branques i les fulles
de les plantes es distribueixen
buscant sempre rebre el maxim de
llum per a cadascuna d'elles. Per
aixo cap fulla neix just en la
vertical de l'anterior. La distribucio
de les fulles al voltant de la tija de
les plantes es produeix seguint
sequencies basades
exclusivament en els nombres de

la successio6 de Fibonacci.

]

Olmo Alamo Sauce Llorén Almendro

Figura 2

Imatge que mostra alguns dels exemplar de plantes amb girs
relatius al nombres de Fibonacci.

El nombre d'espirals en nombroses flors i fruits també s'ajusta a parelles consecutives de

termes d'aquesta successio: els gira-sols tenen 55 espirals en un sentit i 89 en l'altre, o bé

89i144.

Imatge que mostra el nombre de espirals d’'un girasol Imatge que mostra el nombre de

en un sentit i en un altre.

espirals d’una pinya en un sentit i

en un altre.

% La part de la botanica que estudia la disposicié dels fulls al llarg de les tiges de les plantes s'anomena

filotdxia. En la majoria dels casos és tal que permet a les fulles una captacié uniforme de la llum i aire,

seguint, normalment, una trajectoria ascendent i en forma d'hélix.
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Les margarides presenten les llavors en forma de 21 i 34 espirals. | qualsevol varietat de

pinya presenta sempre un nombre d'espirals que coincideix amb dos termes de la

successio dels conills de Fibonacci, 81 13,051 8.

Flors amb petals
complint la serie de

Fibonacci:...1,2,3,5,8,13..

. S’han trobat flors amb
89 petals perdo mai una
especie definida amb 88

Sembla que el mon vegetal tingui programat en els seus codis genetics del creixement els

termes de la successid de Fibonacci.
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Escepticisme
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1.Els ous d’or:

Problema:

Un objecte tan natural i quotidia com un ou de gallina, segons la bibliografia conté en les

seves proporcions geometriques el nombre d’or. Fins aqui cap problema, tot sembla

coherent, perod el problema recau en que es defineix aquesta geometria amb el nombre d’or

de tres formes diferents, i com a diferents, es contradiuen.

Preqguntes:

-Quina de les tres geometries és certa?

-Sols els ous de gallina estan relacionats amb el nombre d’or?

Experiment:

En primer lloc analitzem les definicions i les comparem a la

seguent taula:

Definicions Desenvolupament =
b
1. V@ = 1,2720197 1,2720 < % < 1,6180
V& < % < ® = 1,61803399
2. a o 2 P2 a_
a= @ b 2 ® 2
)
] ~ 1.309016994
)
3. a_ & 2 13090
5= @3 b 20 b
PR ~ 1.309016994

Imatge il-lustren el valors de
“all i “b!l

De la taula deduim que

solament hi ha dos

definicions ja que la definici6 2 és equivalent a la definici6 3. No obstant trobem dos

definicions®’ diferents enfrontades.

Per tal de saber quina és present als ous de gallina mesurarem amb un peu de rei els

valors “a”i “b” en :

37 " " . . ; ; .
Malgrat que la primera contingui a la segona volem saber quina és la més present en els ous de gallina.
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- 12 ous de gallina mitjans
- 12 ous de gallina grans

- 12 ous de gallina molt grans

| per saber quina definici6é és present a altres ous com els de codorniu mesurarem:

- 24 ous de codorniu

Imatges dels objectes d’estudi:

Imatge dels ous de gallina mitjans mesurats.

Imatge dels ous de gallina grans mesurats.

Imatge dels ous de gallina molt grans mesurats.

Imatge dels ous de codorniu mesurats.
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Imatges de la mesura:

Imatge que mostra com és va mesurar el valor
“a” dels ous de gallina amb un peu de rei

Imatge que mostra com és va mesurar el valor
“a” dels ous de codorniu amb un peu de rei

g 1!!“!“1IH'
c 0O 7

Imatge que mostra com és va mesurar el valor
“b” dels ous de gallina amb un peu de rei

Imatge que mostra com és va mesurar el valor
“b” dels ous de codorniu amb un peu de rei

Les mesures van ser efectuades amb un peu de rei i recollides en taules préeviament

impreses.
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Resultats:

Els resultats®® simplificats sén els segiient:

Els valors Blali§ fan referéncia a la primera definicié i els valors verds fan referéncia a la

segona i tercera definicions™.

38
Resultats complets veure annex
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Els valors amb 4 decimals de color groc fan referéncia a valors que no compleixen cap de

les definicions

Tots els valors amb quatres decimals fan referencia al valor obtingut en dividir la mesura

“a” entre la mesura “b”, és a dir a el valor a/b
Els valors enters fan referéncia al nombre d’ous que compleixen cada definicio.
Analisis:

Podem observar que cap de les definicions es compleix de forma estricta no obstant com
gue sbén presents les dues, podem considerar que en parts son certes. Considerant

Unicament els valors del ous de gallina podem efectuar el seguent grafic:

35

30

25

20

M Definicidé 1

M Definicié 2i 3

15
il Cap Definicié

10

Ous gallina (M) Ous gallina (L) Ous gallina(XL)  Ous gallina total

Triplicarem els valors dels ous de codorniu totals i doblarem els valors dels ous de gallina
totals i obtindrem la proporcié de cada definicié en els diferents tipus de ous de forma que

si dos definicions estan en proporcions iguals tindran la mateixa alcada, observem el grafic:

39 . " . e . s . TR .
Tot i que la primera definicié conte la segona i tercera marcarem com a prioritaria la segona i tercera, per tal de
diferenciar-les. Els valors verds contemplen I'error 0,01
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70

60

50

40 M Definicié 1

M Definicié 2i 3
30

i Cap Definicio

20

10 -

0 -
Ous gallina total Ous codorniu totals
Observem que hi ha una gran diferéncia entre els dos tipus d’ous, no obstant en els dos

predomina la primera definicié per sobre de cap altre. També podem observar comparant
aquesta grafica amb la primera que els ous més petits s6n els que més tendeixen cap a
cap definicio.

Per acabar podem passar 'anterior taula a percentatge, en les segtients 4 grafiques:

Ous gallina total Ous codorniu total

M Definicio6 1 ® Cap Definicié M Definici6 1 H Cap Definicio
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Ous gallinaen la Ous codorniu en la
definicio 1 definicio 1

M Definicié 1 exclonent 2 i3 © Sols definicié 2i3
M Definicié 1 exclonent 2i3 ESols definicio 2i3

En les dues primeres grafiques de percentatge observem que la definicio 1 és compleix en
més de la meitat dels casos pero en els ous de gallina és el 90% aproximadament i el 60 %

en els ous de codorniu aproximament una diferencia d’'un 30%.

No obstant observem de forma sorprenent que la proporcié de les definicions 2 i 3 en

relacio a la primera és d’'un 20 % aproximadament pels dos tipus d’ous.
Conclusions:
Ous de gallina i ous de codorniu:

- Cap definicié és compleix al 100% tant en els ous de gallina com en els de codorniu.

- Totes les definicions es compleixen per almenys un ou de codorniu o gallina dels
analitzats.

- La definicié 1 és la més present en els dos tipus d’ous analitzats.

- La proporcié d’'ous que compleixen les definicions 2 i 3 respecte la definicidé 1 en els

dos casos son practicament iguals.

- 1,1636 < % < 1,5000

Ous de gallina:

- EI' 91% dels ous de gallina analitzats compleixen la definicio 1.
- El 21% dels ous de gallina analitzats compleixen la definicié 2 i 3.
- ElI 9% dels ous de gallina analitzats no compleixen cap definicio.

- La definicié 1 és predominant en els ous de gallina analitzats.
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1,2000 < % < 1,5000

- La mitjana compleix la definicié 1
Ous de codorniu:

- EI'58% dels ous de codorniu analitzats compleixen la definicio 1
- ElI 12,18% dels ous de codorniu analitzats compleixen la definicié 21 3
- El 42% dels ous de codorniu analitzats no compleixen cap definicié

- La definici6é 1 és predominant en els ous de codorniu analitzats.
- 1,1636 <, < 1,3846

- La mitjana compleix la definicié 1

Com que el 91% dels ous de gallina analitzats compleixen la definicio 1 i el valor mitja
compleix la definicio 1 podem dir que els ous de gallina tendeixen a la definicié 1 i la gran

majoria la compleix.

Com que la mitjana dels ous de codorniu dona un valor de la definicio 1 podem dir que els
ous de codorniu tendeixen a la definicié 1, per tant sembla ser que els ous de gallina no

son els unics que tendeixen a la definicio 1.
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2.Miss geometria i el nombre d’or:

Problema:

En I'extensa literatura*® sobre el nombre d’or trobem la premisa que la bellesa en termes
de proporcié és el nombre d’or, algunes proves en sén obres d’art molt famoses que la
presenten com el Sagrament de /’Ultim Sopar de Salvador Dali o edificis tan emblematics i
bells, fins i tot de cultures tan diferents, com el Taj Mahal. També podem sostenir que la
majoria de rostres bells la presenten, perd amb I'esperit d’aquest apartat ens permetem

dubtar si en termes generals la gent té el nombre d’or com a pauta de bellesa.

Pregunta:

La majoria de la gent sosté el nombre d’or com a pauta de bellesa proporcional?

Quina figura amb proporcions auries és més bella per a la majoria de gent?

Experiment:

Les respostes anteriors poden ser contestades amb una enquesta, aquesta enquesta
avaluara en una primera part si la persona considera més o menys bells elements visuals
donats amb proporcions auries 0 sense. En una segona part podra definir com considera la
proporcié que li resulti més bella en la divisi6 d’'un segment en dos. A més I'’enquesta

contempla els caracters** d’edat, sexe i la noci6 de seccié auria, sobre I'enquestat.

En el primer apartat de I'enquesta es pregunta quin dels 4 rectangles representats és mes

42

bell, harmonids, o transmet meés serenitat. Els 4 rectangles de I'enquesta son els

seguents:

1. Rectangle de format DINA .

2. Rectangle auri.

3. Rectangle amb format televiso panoramica (16x9).
4

Rectangle format fotografia (36X24).

0 En referéncia a el mén fisic
** Aquests caracters s’han inclds per possibles ampliacions o com a base per nous analisis de les dades.
*’Els enquestats no tenien accés a les llistes sols a les imatges.
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En el segon apartat de I'enquesta es pregunta quin dels 4 triangles és més bell, harmonids,

o transmet més serenitat. Els 4 triangles de I'enquesta son els seglents:

A w0 dPF

Triangle rectangle.
Triangle auri 1.
Triangle equilater

Triangle auri Il.
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En el tercer apartat de I'enquesta es pregunta quin dels 4 poligons regulars estrellats és
més bell, harmonids, o transmet més serenitat. Els 4 poligons regulars estrellats de

'enquesta son els seguents:

Poligon regular estrellat de 6 puntes.
Poligon regular estrellat de 5 puntes.
Poligon regular estrellat de 17 puntes.

H wn P

Poligon regular estrellat de 4 puntes.

L
e

/ (

//\\

L

En el quart apartat de 'enquesta, es pregunta quin dels 4 angles és més bell, harmonios, o

transmet més serenitat. Els 4 angles de I'enquesta sén els seglents:

Angle 45°.

Anglel65°.

Angle 137,5° (angle auri).
Angle 122,59°.

P wnNPE
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En el cinqué apartat de I'enquesta, es pregunta quina de les 4 espirals és més bella,

harmoniosa, o transmet més serenitat. Les 4 espirals de 'enquesta son les seguents:

Espiral de Fermat.

Espiral logaritmica (no auria) .

P w0 DN PE

Espiral hiperbolica .

| N

7N\
(> ))))
|\ W)

Espiral auria aproximada (a partir de rectangles auris).
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En la segona part de I'enquesta*® es proposara dividir un segment en una proporcio, la que
resulti més agradable a ulls de I’ enquestat. Després se li demana una segona diviso de un

segment igual amb la condicié que no pot repetir la mateixa divisio

El segment seria el seguent:

Resultats i Analisis:

Els resultats dels 50 enquestats* en total sense distincié de sexe o edat és mostren en la

seguent grafica, per a tal de facilitar la comprensié de les dades.

Apartat 1:

Rectangles

M 1. Rectangle de format DINA .
H 2. Rectangle auri.

i 3. Rectangle amb format
televiso panoramica (16x9).

M 4. Rectangle format fotografia
(36X24).

En el primer apartat observem que no hi ha gran diferéncia en la tria de rectangles, tot i

gue la petita diferencia situa a el rectangle amb les proporcions auries a ultim lloc.

43 .
Mirar a I'annex per veure el model d’enquesta complet.
44 | .. , .. .
Mirar a I'annex per veure els resultats complets, tan els originals com els analitzats (taules).
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Apartat 2:

Triangles

M 1. Triangle rectangle.
M 2. Triangle auri I.
i 3. Triangle equilater

M 4.Triangle auri Il

En el segon apartat observem que els elements geomeétrics amb nombre d’or no destaquen

tot i que si que destaca el triangle equilater que supera més de la meitat de persones

enguestades com a triangle més bell.

Apartat 3:

Poligons regulars estrellats

M 1. Poligon regular estrellat de 6
puntes.

M 2. Poligon regular estrellat de 5
puntes.

i 3. Poligon regular estrellat de 17
puntes.

M 4. Poligon regular estrellat de 4
puntes.
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Observem que per primera vegada un element geomeétric amb el nombre d’or destaca

sobre els altres amb un 50 %.

Apartat 4:

Angles

H 1. Angle 45°.

N 2. Anglel65°.

m 3. Angle 137,5° (angle auri).
H 4. Angle 122,59°.

Observem que en el quart apartat la geometria amb el nombre d’or torna a destacar tot i

gue no per massa diferéencia amb les altres.

Apartat 5:

Espirals

M 1. Espiral auria aproximada (a partir
de rectangles 2. Espiral de Fermat.
M 2. Espiral de Fermat.

id 3. Espiral logaritmica (no auria) .

M 4. Espiral hiperbolica .
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Observem que I'espiral que més destaca és I'espiral de Fermat, mentre que I'espiral auria
es queda en un segon lloc.

Segments a dividir
Els segments analitzats s’han interpretat considerant 3 respostes®:

- Segment dividit per la meitat.
- Segment dividit amb raé auria.

- Segment dividit amb una altra rag.

El seglient grafic fa referéncia a la primera divisio :

Segment 1

M Meitat
M Rad auria

i Altra rad

Observem que el valor maxim pertany a les divisions del segment per la meitat i que la

divisié en rad auria sols representa un 6%

El seglent grafic fa referéncia a la segona divisio :

** Els valors de meitat i auri consideren una errada de +0,2 cm
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Segment 2

M Meitat
M Rad auria

M Altre rad

Observem que altre cop el valor maxim no pertany a la ra6 auria i que aquesta és torna a
situar en tercer lloc, no obstant ha augmentat quatre vegades, és a dir s’ha quadruplicat.

Conclusions:

- Les figures aillades amb proporcions auries no s6n més belles que les que no en
tenen, com a minim amb la majoria de figures*.

- La diviso d’'un segment en rad auria no és la més usual ni innata, no obstant de la
mateixa manera que la cal-ligrafia les divisions podrien haver sigut una aproximacio

del que volien expressar.

Per tant podem concloure que ,malgrat el reduit nombre de participants en I'enquesta, a la
majoria de gent*’ no li resulten més agradables , de forma aillada, figures amb proporcions
auries. En part també podem concloure que part de I'extensa literatura és falsa ja que
atribueix a els objectes o formes que la presenten qualitats estetiques molt per sobre dels
resultats obtinguts. No obstant cal destacar que s’ha comprovat de forma aillada , potser

de forma no aillada obtindriem altres resultats, tot i que igualment la conclusié anterior es

* Lestrella regular de 5 puntes pot ser en percentatge és I'inica excepcio, no obstant potser es degut a
altres factors de la propia geometria.
*" Suposant una certa homogeneitat dels valors estétics
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mantindria, ja que un fet no desmenteix l'altre tal com ho esmenta la literatura del nombre

d’or.

Respecte a la segona pregunta podem concloure que I'objecte geometric amb proporcions
auries més valorat esteticament és el poligon regular estrellat de 5 puntes. No obstant i
com a segona amb aquesta enquesta em pogut descobrir que figures tan poc relacionades
amb el camp estétic com I'espiral de Fermat i de forma encara més notable el triangle
equilater sén elements geometrics que de forma aillada sén més vells que els seus

referents auris.
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3.El compas comprova envas:

Problema:

Un altre aspecte forga dubtds de la extensa literatura del nombre d’'or es que moltes
vegades s’esmenta que és present en infinituds de dissenys, no obstant trobem envasos

molt diferents uns als altres, que semblen no tenir cap relacié entre ells

Pregunta:

Es veritat que la majoria d’envasos presenten les proporcions auris en el seu disseny?

Experiment:

Per tal de poder respondre la pregunta podem construir un compas auri, un compas auri és
en certa manera un compas pero aquest no serveix per fer circumferéncies siné per a
observar si un segment donat esta dividit amb ra6 auria o sense.

En primer lloc haurem de construir el compas auri:

Primer tallarem unes fustes*® amb les segiients mesures i forats:

Segon forat comengant per I'esquera a 13 cm de I'anterior, d’aquest a la primera punta 21

cm en total i 34 cm en total des de el primer punt fins a les segones puntes.

*® En aquest cas amb un guix de 2 cm
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Després les envernissem per a tal de donar-li un acabat millor.

Finalment hi el muntem i hi fiquem els cargols:
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Resultats:
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Analisis:

Podem observar que els envasos analitzats*® presenten sense excepcié la proporcié auria

de forma sorprenent.
Conclusions:

A partir de I'experiéncia anterior podem concloure que el nombre d’or és un element molt

present en el disseny de la majoria de envasos.

49 . . \ . , . o .
Tot i que no s’han inclos totes les fotografies és notable la presencia del nombre d’or en la majoria d’envasos de
forma contundent.
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Conclusions:

Després d’acabar aquest gran viatja per 'ocea matematic que ha sigut aquest treball, puc
afirmar satisfactoriament que després de molt esfor¢c i no menys passié i diversié he

aconseguit complir els meus objectius:

En primer lloc he pogut endinsar-me en la deduccié de sorprenents i curioses propietats
tan del nombre d’or com de la successio de Fibonacci. També he pogut observar com
objectes matematics tan distants poden estar profundament relacionats, fet que m’ha
sorprés molt i m’ha deixat forga reflexiu. A més he pogut aprendre una mica sobre la
historia de les matematiques que sincerament em resulta molt interesant, fet que he volgut

evidenciar amb els breus apartats d’'Una mica d’historia.

En segon lloc he pogut aprendre aspectes técnics com el Us de dos programes informatics
genials. Sobre el primer puc dir que mai havia tingut la necessitat d’utilitzar-ho, no obstant
després d’aquest treball dubto que pugui deixar-lo de fer servir ,si, em refereixo a Execel.
El segon programa a sigut Geogebra un programa que m’ha servit per poder dibuixar les
figures de 'enquesta i del apartat de geometria, a més he pogut experimentar amb aquest i
entendre que les matematiques sén grafiques sén formes que vibren s’ordenen i es

mesclen, s6n melodies.

En tercer lloc he pogut comprovar part de la extensa literatura del nombre d’or i emportar-
me més d’alguna sorpresa amb els resultats, a més de la decepcié de no poder acabar

amb altres apartats de recerca que estava efectuant.

Aixi que m’he quedat amb ganes de poder recerca més evidencies sobre la presencia del
nombre d’or , ja que hi ha moments que el treball m’ha resultat paranoic, ja que el nombre
d’or sembla tant present que a vegades i he pensat com una pauta universal i omnipresent.
També en una de les moltes reflexions que he tingut metre omplia I’habitacié de papers
amb apartats, idees , taules diagrames en una espiral d’inspiraci6 em preguntava i amb

aquesta pregunta vull acabar aquest fabulds viatge reflexiu per les matematiques.

El nombre d’'or és la pauta de la bellesa, i aquesta a la seva vegada la de la eficiencia, No
sera doncs el nombre d’or la pauta de I'eficiencia?..... Podem estructurar la eficiencia a

partir de I'esquelet d’aquest sorprenent nombre? .....
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