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1. INTRODUCCIO

1.1 MOTIVACIO

La manera en qué les matematiques, a través de numeros i férmules, descriuen la realitat
m’ha fascinat des de ben petit. Em sembla sorprenent que darrera de qualsevol fet quotidia
s’amaguin teories matematiques que ho descriguin.

Des de bon comencament, tenia clar que faria el treball de recerca sobre matematiques i quan
em van suggerir fer-ho sobre una geometria que no és I'habitual, ho vaig tenir clar. El camp de
la geometria, en principi, sembla la disciplina més tangible de les matematiques ja que tracta
de la mesura dels objectes que podem veure i tocar. La intuicié ens porta a mesurar segons la
geometria euclidiana, ja que respon al que veiem i, per tant, sembla la més senzilla i eficac.
Tanmateix, hi ha molts casos en qué aquesta geometria ja no és la més optima o, fins i tot,
pot no reflectir la realitat, com passa amb la cosmologia moderna.

La geometria Taxicab és una d’aquestes geometries que s’adapta més fidelment a certes
situacions de la vida quotidiana, per exemple en I'ambit urba. Tot i aixd, no hi ha una
bibliografia extensa i ben estructurada que la tracti i aquest era un dels al-licients del treball,
triar i estructurar qué estudiar.

D’altra banda, té una definicio for¢ca entenedora que permet modelitzar-la amb relativa facilitat
mitjangant el programa GeoGebra. Aquest fet em va semblar un altre punt a favor per dur a
terme aquest treball, ja que comportava un punt d’originalitat a I'hora de dissenyar les
construccions per anar exemplificant la teoria.

Estudiar una geometria no euclidiana on el cami més curt ja no és recte, ni Unic i, entre moltes
altres coses, les circumferéncies sén quadrades, em va semblar un repte apassionant i m’hi
vaig llencar de cap.

1.2 OBJECTIUS

Durant la realitzaci6 del treball de recerca intentaré assolir els seglients objectius:

e Tenir una visio global de com ha evolucionat la geometria des dels seus inicis.

e Entendre el concepte de geometria des d’'un punt de vista abstracte, aixi com el seu
desenvolupament historic que ha comportat I'aparicié de diferents tipus de geometries.

¢ Ampliar coneixements teorics de geometria i aprendre a treballar i resoldre problemes
amb una nova geometria.

e Dominar el programa GeoGebra i fer-lo servir en la creacié d'eines per entendre i
generalitzar nous conceptes geometrics.

e Contextualitzar i buscar exemples practics de geometria.

e Ser capag d’escriure un treball matematic formalment correcte perd alhora entenedor.
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1.3 METODOLOGIA

Podriem dir que la metodologia emprada en aquest treball té dues vessants diferenciades.

Per una banda hi ha la recerca bibliografica que és basica, tant per estructurar el treball com
per dur-lo a terme. S’han consultat llibres, articles i webs diverses. Pel que fa a la historia i
evolucio de les geometries euclidiana i no euclidianes hi ha molts llibres i webs que en parlen,
perd guan ens centrem en la geometria Taxicab ja no és aixi. De fet, practicament només hi
ha el llibre de Krause que esta dedicat especificament a ella. Es tracta d’un llibre molt original
ja que estudia la geometria Taxicab exclusivament a partir d’exercicis que proposa (amb
algunes respostes al final del llibre). A part del llibre, també hi ha diversos articles que parlen
de questions concretes, de manera que segons els temes estudiats es poden trobar
orientacions per tractar-los en diferents llocs.

Per una altra banda, com a eina essencial per a la realitzacié del treball de recerca s’ha fet us
de l'aplicaci6 GeoGebra. Aquest programa és de gran ajuda per a explicar conceptes,
resoldre problemes i exemplificar casos practics. GeoGebra ens proporciona eines per
estudiar de manera interactiva el comportament de figures geométriques amb diferents
geometries. No serveix per demostrar teoremes matematics, perd si que és molt uGtil per
mostrar i entendre molts conceptes.

Podriem resumir la metodologia dient que a partir de la recerca bibliografica s’ha estructurat i
dissenyat I'esquelet del treball i que amb l'aplicacié GeoGebra s’ha vestit i exemplificat els
diferents conceptes.

1.4 ESTRUCTURA

El treball s’ha estructurat, sense tenir en compte la introduccio i conclusions, en cinc apartats.

El primer es dedica a estudiar els inicis de la geometria i el seu desenvolupament formal
provocat per l'aparicid de les geometries no euclidianes. Veurem que no hi ha una Unica
geometria. Es defineix també que és una metrica, i s’estudien diversos exemples de
metriques.

El seglent apartat el dedicarem a 'estudi en concret de la métrica de Manhattan. Analitzarem
el seu origen i la seva definicio, demostrarem les seves propietats i acabarem explicant una
anécdota curiosa i sorprenent.

En el tercer apartat estudiarem, fent Us de la métrica de Manhattan, diferents elements
geomeétrics que es defineixen a partir del concepte de distancia. Aixd ens permetra veure com
son de diferents la geometria Taxicab i la euclidiana. Finalitzarem aquest apartat amb una
comparacio dels axiomes de les geometries euclidiana i Taxicab.

A continuacié ens plantejarem dues aplicacions practiques de la geometria Taxicab a
problemes de geometria urbana. De fet, es tracta de dos problemes classics de gran aplicacio

4
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practica: el punt de Fermat (el lloc que fa que la suma de les distancies a tres vertexs sigui
minima) i els diagrames de Voronoi (com dividir el pla segons les regions més properes a un
certs punts).

Finalment, en I'Gltim apartat, estudiarem algunes generalitzacions que es poden fer de la
meétrica de Manhattan. La primera correspon a considerar aquesta meétrica a I'espai enlloc del
pla. La segona consisteix a canviar els moviments perpendiculars als eixos propis de la
geometria Taxicab per uns altres que permetin també desplacaments diagonals, com seria el
cas dels moviments de les dames xineses. Per acabar, examinarem el cas de moviments per
un enreixat amb angles de 60° i veurem la generalitzacié a enreixats triangulars de qualsevol
angle.

Adjuntem en un annex les captures de les construccions dinamiques (applets) que s’han
dissenyat al llarg del treball per investigar els diversos elements aixi com els enllagos als
arxius ggb i html. També s’han fet diferents construccions fixes amb GeoGebra per il-lustrar
alguns conceptes, perod aquests arxius no els incloem ja que no s’han dissenyat per moure
objectes o estudiar diferents casuistiques, sind per mostrar alguna situacié i, per tant, amb
una captura de pantalla ja acompleixen el seu objectiu.
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2. GEOMETRIA I METRICA

En aquest apartat farem un recorregut historic des dels inicis de la geometria fins al seu
desenvolupament formal provocat per l'aparicid de les geometries no euclidianes. Veurem
també qué és una metrica (o distancia), diversos exemples i com el fet de triar-ne una o altra,
condiciona la geometria que implica.

2.1 HISTORIA DE LA GEOMETRIA

2.1.1 INICIS DE LA GEOMETRIA

Etimologicament, geometria (del grec yewpetpia) vol dir mesura de la terra i és una ciéncia
gue va néixer precisament per aix0, per a mesurar la terra. Va comencar a desenvolupar-se
des de ja fa molt de temps a Egipte amb els primers agrimensors. Aquests eren els
encarregats de mesurar les finques amb exactitud després de les inundacions del riu Nil, i ja
feien servir el Teorema de Pitagores. Als papirs de Rhind i de Moscu (aprox. 2000 aC) ja es
troben calculs d’arees i volums de figures.

En aquella mateixa época, a l'antiga Babilonia (Mesopotamia) es varen desenvolupar
coneixements geométrics que, fins i tot, superaven als egipcis: es mesuraven angles i es
coneixien relacions trigonométriques, a part de calcular volums i arees de moltes figures.
Curiosament, aquests calculs els realitzaven amb un sistema de numeracié de base 60.

La matematica grega va suposar un canvi important en la forma de plantejar les
matematiques. Els babildnics i els egipcis feien calculs concrets com sén la mesura de les
arees de terrenys o altures de piramides. En canvi els grecs van ser capacos de generar
conceptes i idees abstractes, i a més a més, van introduir la demostracid dins les
matematiques, amb la qual podien construir cadenes logiques partint de conceptes elementals
i arribar a conceptes més complexes.

Ja a l'época hel'lenistica, a la ciutat egipcia d’Alexandria, els matematics grecs van
aconseguir resultats sorprenents, com el d’Eratdstenes (s. lll aC) que va mesurar el diametre
de la Terra amb un error de només 80 km. Per a fer-ho va utilitzar la semblanga de triangles.
Va mesurar la distancia entre dos ciutats egipcies que es troben en el mateix meridia, Assuan
i Alexandria. Després, a través d’angles i relacions de triangles, va poder determinar el
diametre de la Terra.

Aixi, cap a mitjans del primer mil-lenni aC, les tradicions matematiques del Mitja Orient es
varen estendre a la conca del Mediterrani i es varen donar les condicions perqué la
matematica, i en particular la geometria, es pogués interpretar com a una ciéncia autonoma. |
va ser en aquest periode que es varen establir les bases de la geometria formal. Amb
laparicié dels Elements d’Euclides d’Alexandria aquesta disciplina va comencar a
desenvolupar-se amb rigor.
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2.1.2 EUCLIDESIEL CINQUE POSTULAT

Euclides (s. lll aC) fou un gran matematic de I'antiga Grécia que va tractar de recopilar i
ordenar logicament tots els resultats de geometria que eren coneguts en el seu temps. Va fer
una de les aportacions més importants en aquest camp amb I'obra dels Elements. Aquesta
obra és un tractat matematic format per tretze llibres. Cadascun d’aquests consta d'una
successié de teoremes que parlen de geometria, aritmetica i algebra. Contenen un total de
131 definicions (per exemple, la famosa “un punt és allo que no té parts”) i 465 proposicions.

Una de les aportacions més importants de la seva obra és la axiomatitzacié de la geometria.
Es a dir, introdueix una série de conceptes basics com son els punts, les rectes, les
circumferéncies i, sobretot, els axiomes (que son veritats absolutes que no necessiten
demostracio). Aquests axiomes son la base de tota teoria ja que qualsevol altre resultat que
s’obtingui s’ha de demostrar a partir d’aquests.

Els cinc axiomes de la geometria d’Euclides

son els segients: I - .
e Axioma I: Dos punts determinen una _x_,-f"'f ———
Unica recta.
e Axioma Il: Qualsevol segment es
pot prolongar indefinidament. mr. .~ V.
e Axioma lll: Amb qualsevol centre i /

gualsevol radi es pot tracar una |., /
circumferencia. .

e Axioma IV: Tots els angles rectes
son iguals entre si.

e Axioma V: Si una recta talla a dues
altres de manera que els angles
interiors del mateix costat sumen
menys de dos angles rectes, al
prolongar indefinidament aquestes
dues rectes, es tallaran en aquest
mateix costat. V'

Historicament, s’han donat altres e
versions equivalents d’aquest —_
postulat com la seguent (V’): per un —
punt exterior a una recta existeix una

sola  parallela a la recta

donada.

Figura 1. Els axiomes d’Euclides
[Font: Viquipédia]
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Els quatre primers axiomes varen ser acceptats per tots els matematics de la historia. Pero
pel que fa al cinqué axioma (conegut també com a cinqué postulat) hi va haver molta
polémica ja que es creia que es podia demostrar a partir dels altres axiomes. Per aix0 va a
passar de dir-se axioma a postulat. Fins el s. XVIII, molts matematics com Ptolomeu (s. 11 dC),
Omar Khayyam (s. Xll), Nassir-ad-Din at-Tussi (s. XllI), John Wallis (1616 — 1703), Girolame
Saccheri (1667 — 1733), Adrien-Marie Legendre (1752 — 1833) varen intentar demostrar-ho
sense exit.

Sembla ser que Karl Friedrich Gauss (1777 — 1855) va ser el primer (com en tantes ocasions)
en concloure que a partir dels quatre primers axiomes i negant el cinque, no s’arribava a cap
contradiccié. No ho va publicar per temor a les critiques dels seus contemporanis.

Finalment varen ser Nikolai Lobatxevski (1792 — 1856) i Janos Bolyai (1802 — 1860) qui
demostraren que el cinqué axioma d’Euclides no mereixia aquesta categoria i va passar-se a
dir-se el cinqué postulat. No es tractava d’'un teorema que es pogués demostrar, perd tampoc
es podia demostrar que fos falsa la seva negacié. D’aquesta manera, canviant aquest postulat
per d’altres varen sorgir noves geometries: les geometries no euclidianes.

2.1.3 GEOMETRIES NO EUCLIDIANES

Les geometries no euclidianes s6n aquelles que no compleixen algun dels postulats establerts
per Euclides. Les primeres que es varen estudiar, varen sorgir canviant el famds cinqué
postulat. Els resultats de geometria que es dedueixen de només els quatre primers postulats
varen ser anomenats per Bolyai com Geometria Absoluta. Es diu que aquests resultats son
absoluts perqué han de ser certs tant per la geometria euclidiana (cinqué postulat) com en la
no euclidiana (negacio del cinqué postulat).

Geometria hiperbolica

La primera de les geometries no euclidianes que es va desenvolupar va ser la geometria
hiperbolica. Ho varen fer, independentment, Bolyai i Lobatxevski, demostrant que era una
construccié logicament coherent. Lobatxevski el primer que es va atrevir a publicar els
resultats tot i que aix0 li va costar la seva feina. El seu col-lega matematic Mikhalil
Ostrogradski (1801 — 1862) no acceptava el questionament d’Euclides que proposava
Lobatxevski i va aconseguir que 'acomiadessin.

La geometria que varen estudiar és la resultant de substituir el cinque postulat per el seglent,
conegut com a “postulat de Lobatxevski”:
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“Per un punt P exterior a una recta donada, passa més d’una recta

paral-lela a la donada”. (Figura 2)

X

R

Figura 2. Postulat de Lobatxevski

[Font: matesfacil.com]

Aquest postulat condueix a resultats sorprenents.

El primer d’ells és que la suma d’angles interiors
d’'un triangle hiperbdlic (figura 3) és menor que
180°;

a+ B +y<180°.

D’altra banda, I'area d’un triangle hiperbolic
depén dels angles i no dels costats:

Area = (T—a—-B—y)R?

on R és una constant que depén de la curvatura del pla

hiperbolic sobre el qual estiguem.

A la seglent figura de “sella de muntar” tenim
una representacid grafica de la geometria
hiperbolica que ens ajuda a imaginar com
funciona. Veiem que qualsevol triangle que hi
dibuixem tindra angles que sumen menys de
180° i veiem que les rectes paral-leles no
romanen a una distancia constant sind que
divergeixen progressivament entre si.

/
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Figura 3. Triangle hiperbolic
[Font: Viquipedia]

Figura 4. Superficie hiperbolica
[Font: Viquipedia]
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Geometria el-liptica

Poc després de que la geometria hiperbolica s’hagués demostrat, en va sorgir una altra molt
important anomenada geometria el-liptica. Aquesta va ser obra del matematic Bernhard
Riemann (1826-1866) que va substituir el cinqué postulat d’Euclides per el seglent:

“Donada una recta r i un punt P no pertanyent a ella, no existeixen
rectes que passin per P i siguin paral-leles a larectar.” (Figura 5)

R

Figura 5. Postulat de Riemann [Font: propia]

De la mateixa manera en que a la geometria hiperbdlica
obtenim resultats sorprenents, aqui també en trobem.

En aquesta geometria veiem que la suma d’angles
interiors d’un triangle és major a 180°.

a+p+y>180°

En el cas particular de la geometria esférica I'area d’'un
triangle ve donada per la formula segtent:

Area = (a+ B + v —1)R?
Area =(a+B+y-mR Figura 6. Triangle esfeéric

[Font: wikiwand.com]

En la segient imatge (figura 7) veiem un model de
geometria el liptica bidimensional, I'esfera. Aquesta esta
composta per meridians que resulten ser linies
geodésiques’, mentre que les paral-leles son linies de
curvatura no minima.

Es curids el fet que per dos punts (per exemple el Pol
Nord i el Pol Sud) passen infinites rectes.

Figura 7. Geometria el-liptica
[Font: openclipart.org]

1L es linies geodésiques es defineixen com les linies de minima longitud que uneixen dos punts en una
superficie donada, en aquest cas I'esfera, i que estan contingudes en aquesta superficie.
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Podem resumir en I'esquema segient (figura 8) com son de diferents els angles en els tres
tipus de geometries que acabem de veure. Per exemple, els angles rectes no sempre sén de
90° i els angles interiors d’un triangle no sempre sumen 180°.

=g
h &

Elliptic Euclidean Hyperbolic

Figura 8. Geometries el-liptica, euclidiana i hiperbolica [Font: ibmathsresources.com]

2.1.4 FONAMENTS DE LA GEOMETRIA

Amb el gran desenvolupament de la geometria que va suposar I'aparicié de les geometries no
euclidianes es va fer necessaria donar una definicio formal de la geometria, més enlla de la
idea intuitiva que es pogués tenir d’aquesta. Es varen succeir diferents aproximacions per
intentar formular rigorosament la Geometria, que varen culminar basicament amb dues visions
diferents.

El programa de Erlangen

Va ser una aproximacié a la Geometria a partir de la teoria de grups i va ser proposada el
1872 per Felix Klein (1849 — 1925), aprofitant els treballs, entre d’altres, d’Arthur Caley (1821
—1895).

Van plantejar que cada geometria és en realitat 'estudi de certes propietats que es mantenen
invariants quan se’ls apliquen certes transformacions. Aquestes propietats que no canvien van

11
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ser anomenades invariants i es va observar que les operacions que mantenen sense canvis
un invariant tenen estructura de grup® .

Per exemple, segons Klein la geometria euclidiana és I'estudi dels invariants mitjancant el
grup de les simetries, girs i translacions (el grup dels moviments rigids); la geometria afi® es
limita a les translacions; i aixi amb totes les geometries. Fins i tot, Klein afirma que no és la
geometria la que indueix el grup, sind que a partir d’'un grup de transformacions admissible es
construeix una geometria.

Geometria axiomatica

El primer sistema axiomatic el va establir Euclides, perd era incomplert, és a dir, existien
proposicions que no es podien derivar dels axiomes (per exemple, 'axioma de Pasch que
afirma que una recta en el pla que interseca amb una aresta d'un triangle i evita els tres
vertexs ha d’intersecar amb una de les altres dues arestes). David Hilbert (1862 — 1943) va
proposar el 1899 un sistema axiomatic complert per a la geometria euclidiana. A diferéncia
d’Euclides, a I'obra de Hilbert no hi ha cap definicié d’objectes geomeétrics.

Hilbert va dur a terme una construccio logica de la geometria eliminant qualsevol lligam amb
la clara evidéncia i va determinar el canvi cap al sistema axiomatic modern, en el qual el que
es discuteix i desenvolupa son les relacions definides entre els elements. Hilbert comenca
enumerant els conceptes sense definicié (tres sistemes diferents d’objectes: punts, rectes i
plans), i descriu tres relacions entre ells: pertanyer a, estar entre i ésser congruent amb.
Aquestes relacions tampoc no es defineixen, siné que han de complir una llista de 20 axiomes
(originariament 21). La descripcié exacta i les propietats vénen donades aixi per 20 axiomes:
set d’incidéncia, quatre d’ordre, el postulat de la Unica paral-lela, sis axiomes de congruéncia,
'axioma de continuitat (o d’Arquimedes), i un metaaxioma de completitud

Hilbert va ser el precursor del formalisme matematic, despullant els objectes matematics de
tot tipus de caracteristica natural o intuitiva. Va expressar molt graficament el caracter
abstracte de la Geometria amb la frase: “enlloc de punts, rectes i plans en qualsevol moment
S’hauria de poder parlar de taules, cadires i gerres de cervesa’.

2Un grup és un conjunt ¢ on hi ha definida una operacié binaria que té tres propietats: i) existéncia
d’element neutre, ii) existéncia d’element invers i iii) associativitat.

3 Sense entrar en tecnicismes, la geometria afi és el que queda de la geometria euclidiana si no es fa
Us de les nocions metriques de distancia i angle.
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2.2 QUE ES UNA METRICA

Apart de les aproximacions formals comentades abans, posteriorment a I'axiomatitzacio de
Hilbert va aparéixer el que anomenem geometria métrica. Aquesta formulacié de la geometria
es deu al matematic america George David Birkhoff (1884-1944) en la seva obra "A Set of
Postulates for Plane Geometry Based on Scale and Protractor" (1932). En aquesta
aproximacio, el concepte de distancia o métrica, juntament amb una mesura d’angles, sén les
claus per estudiar els diferents elements, permet utilitzar menys axiomes i introdueix de
manera natural eines analitiques com ara la continuitat.

Aquesta és la visi6 més adient pel nostre treball ja que estudiarem la geometria que es deriva
d’'una métrica concreta: la de Manhattan.

Una meétrica és el concepte matematic que correspon a la idea tan comuna i intuitiva de
distancia. En aquest apartat veurem la definicié i exemples de métriques diferents que ens
mostraran com canviant la manera de mesurar distancies es construeixen geometries molt
diferents.

2.2.1 DEFINICIO DE METRICA

Una meétrica sobre un conjunt § és una funcié distancia, d: S xS - R, (R és el conjunt de
nombres reals) que satisfa les seglients condicions:

e d(P,Q)=0 VP,Q€E S

e d(P,Q)=0 siinoméssi P=Q VP,Qe S

e d(P,Q)=4d(Q,P) VP,Q€E S

e d(P,R)<d(P,Q)+d(Q,R) VPQRE S (“desigualtat triangular”).

Hi ha moltes funcions que satisfan aquestes propietats i qualsevol que ho faci sera una
metrica, per estranya que pugui semblar la definicid. Aixd0 condueix a casos ben curiosos i
sorprenents com els que analitzarem a continuacio.
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2.2.2 DIFERENTS TIPUS DE METRIQUES

Seguidament veurem diversos exemples de métriques i podrem observar com poden ser de
diferents les geometries que impliquen. La majoria estan definides sobre el conjunt § = R? i
tenen interpretacions geométriques intuitives. Pero algunes altres no. Deixarem la metrica de
Manhattan pel seglient apartat on I'estudiarem en detall.

Metrica euclidea sobre RZ2.

La métrica euclidea sobre el pla cartesia és la que s’ha fet servir des de sempre. Es la
distancia intuitiva que trobem a partir del teorema de Pitagores. Donats dos punts del pla
P(p1,p2) i Q(q1,q2), la férmula que dona la seva distancia és:

q2

d(P,Q) = /(g1 — p1)?* + (g2 — p2)? o

d(p,q)” = (g1 — p1)* + (g2 — p2)?

d(p.q)

..ql . pl.

M Wil

Figura 9. Metrica euclidea (teorema de Pitagores)
[Font: Viquipeédia]

Dit d'una altra manera, és la longitud de Ila
hipotenusa del triangle rectangle definit per les
coordenades de dos punts.

En el cas de la métrica euclidea les boles* tenen la
forma que podem veure a la figura 10.

,,
&
W

L

Figura 10. Bola euclidea [Font: propia]

4Una bola de centre C i radi r son tots els punts que es troben a una distancia de C menor o igual que
r. El concepte de “bola” dona una idea de la geometria que implica una métrica.
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Metrica de Txebitxev (o dels escacs) sobre Rz,

Anomenada també métrica maxima. La distancia entre dos punts és el maxim dels valors
absoluts de les diferencies entre les coordenades:

d(P,Q) = max (Ip; — q11, Ip2 — q21)

=

Aquest nom és degut a que es pot interpretar amb els
moviments que fa el rei en un tauler d’escacs. Pensem '
amb un tauler d’escacs on només hi ha el rei. Aquest
pot fer només un moviment dintre les 8 caselles que
'envolten. La distancia entre dos caselles és el minim
ndimero de moviments que ha de fer el rei per anar
d’un lloc a un altre.

on
(=3

a2 = N

nmieE BB BB BB o
P 2 D =S 'S D P I 7S R 'S I 1% R FF R
B Wk R R R R o
0 R N ST S T R T T S
B Wk R R R R
[ T e ]

Ho podem veure a la figura 11, on s’observa també 1
gue les boles de radi r sén quadrats de costat 2r + 1.

—hLﬂhWNHlﬁ}HN—h

w Ww bW Wm Wl wnom
[ IR ' R R T T T R S I

=
(=8
=

g

Figura 11. Distancia Txébitxev
ala casella f6 [Font: Viquipédia]

Metrica del ascensor sobre R2,

Si pensem en un conjunt de gratacel col-locats en linia, la distancia entre dos pisos que
estiguessin en el mateix edifici seria el valor absolut de la diferéncia de coordenades verticals,
o sigui, el recorregut que faria I'ascensor. Si estiguessin en edificis diferents, la distancia seria
la que baixes del primer ascensor, més el que camines entre els edificis, més el que puges en
el segon ascensor.

Per tant, la métrica ve definida per la seglient expressio:

laz — p2| Sip1 =q1
0.0~ .
7. Q) |p2| + lq1 — o1l + laz| sipy # qq

I Per exemple, a la figura 12, tenim P(1,2) i Q(4,3).
mllmllm o La distancia segons la métrica de I'ascensor seria:
P mllm d(P,Q)=2+4—-1]+3=38
C BN

Figura 12. Métrica de I'ascensor [Font: propia]
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Fent Us del programa GeoGebra, podem mirar quin aspecte tenen les boles en aquesta
metrica. En aquest cas representem els punts que es troben a una distancia fixa r del
punt C, o sigui, el que podriem anomenar circumferencies (que amb la métrica de
'ascensor, ja no seran circulars encara que sembli una contradiccid!). De la mateixa
manera que amb la métrica de Txebitxev, les circumferencies deixen de tenir la forma
habitual. En aquest cas, s6n quadrats descentrats respecte el centre C més un punt a
sobre situat a C + (0,r).

15

CircumferénciaAscensor
-10

EW=

Figura 13. Circumferéncia amb la meétrica de I’ascensor
(applet 1) [Font: propia]

Metrica de correus sobre R2,

També es coneix com la meétrica del missatger. Es defineix de la segiient manera:

La distancia entre dos punts és la que resulta de sumar la distancia euclidiana de cada punt a
l'origen. Es a dir, per anar del punt P al punt Q, primer anem de P a l'origen i, després, de
l'origen a P (és el recorregut que faria una carta, va del remitent a I'cficina i de I'oficina al
destinatari, i d’aqui ve el nom).

Ve donada per I'expressio:

d(P,Q) = /P12 + @12 + Vp2? + 422

16
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A I'exemple de la figura 13, la distancia

entre P(6,4) i Q(1,2) sera:

d(P,Q) =dl+d2 =

La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

=62 +42 +12 +22 =

=52+4+5

L1

Figura 14. Métrica de correus [Font: propia]

Fent Us del GeoGebra podem analitzar com sén les circumferéncies (en el sentit de punts
equidistants a un centre). S'observa el fet curids que independentment d’on estigui el centre,
les circumferéncies estan sempre centrades a I'origen. A més, poden tenir el centre a l'interior
0 a I'exterior. En aguesta métrica, les circumferéncies si tenen forma circular.

-6

CircumferénciaCorreus

0 -8

ircumferenciaCorreus

Figura 15. Circumferéncies amb la metrica de correus (applet 2) [Font: propia]
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Metrica discreta

Es possiblement la métrica més senzilla que es pot trobar i no té cap interpretacio geometrica
intuitiva. Tanmateix, compleix les propietats i, per tant, €s una distancia:

(0 siP=0Q
d(P'Q)‘{1 si P#0Q

Les boles consten d’un sol punt quan el radi €és menor que 1, i sén tot I'espai quan el radi
és més gran o igual que 1.

Metrica de Hamming

Aquesta métrica, com l'anterior, no esta definida sobre R i és de gran importancia en
computacié. Es defineix la distancia de Hamming entre dues cadenes de caracters de la
mateixa longitud com el nombre de posicions diferents. Veiem alguns exemples:

P =1001001 Q=1101110 =-> d(P,Q) =4

P = taula Q =teula 2> dP,Q) =1

Per cadenes binaries de 3 elements es pot fer una representacié en un cub com el de la
figura 16. La distancia de Hamming es troba comptant quantes arestes s’han de recérrer
per anar d’'una cadena a una altra. Per exemple, per anar del 000 al 101 passem per dos
arestes, per tant d(000,101) = 2. Aguesta representacié es pot extrapolar a n dimensions
(en un hipercub).

110 111

N &

1
a7

Qoo Qo1

Figura 16. Distancia de Hamming per
cadenes de 3 bits  [Font: Viquipédia]
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Metrica de Minkowski

S6n un conjunt de distancies que tenen molta importancia en analisi funcional. També
s’anomenen distancies associades a la norma L". Es poden definir a R" i s’expressen a partir
de la seglient formula per a cada valor de p :

14

d(P,Q) =

n
Z|Pi — q;l?
i=1

A R? aquesta métrica té alguns casos particulars que ja hem estudiat: quan p = 1 recuperem
la métrica de Manhattan, quan p = 2 tenim la métrica euclidiana i quan p = « s’obté la métrica
maxima o de Txebitxev.

A la figura 17 podem observar com son les boles en alguns casos particulars.

p=3 p=1 p=2 p=0o0

Figura 17. Boles per diferents distancies LP [Font: Viquipédia]
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3.LAMETRICA DE MANHATTAN

Aquest apartat el dedicarem a I'estudi en concret de la métrica de Manhattan. Estudiarem el
seu origen, la seva definicié, demostrarem les seves propietats i acabarem veient una
anecdota sobre com aquesta metrica podria haver canviat la vida d’'una persona.

D’altra banda, llegint diferents articles i llibres, veiem certa ambiguitat en la nomenclatura: de
vegades es parla de geometria Taxicab, geometria del taxista, métrica del taxista, métrica de
Manhattan, metrica L, o, fins i tot, geometria urbana. Per triar un criteri, parlarem de geometria
Taxicab quan ens referim a la geometria des del punt de vista global, i de meétrica de
Manhattan quan parlem concretament de la funcié distancia.

3.1 ORIGEN

El primer en estudiar aquesta métrica va ser el matematic alemany Hermann Minkowski (1864
— 1909). Tanmateix, el primer a anomenar-la “taxicab” va ser el matematic austriac Karl
Menger el 1952 a una exposici6 al Museu de Ciéncia i Industria de Chicago.

El nom de “métrica de Manhattan” ve del disseny en quadricula dels carrers del barri
neoiorqui, que fa que el cami més curt que un cotxe pot prendre entre dos punts de la ciutat
no és la linea recta (que travessaria els edificis) sind les corresponents variacions seguint els
diferents carrers.

%lf"f\‘
4".. 4

.'( >

e

5 Rockefeller é
Unlversn

A i f

Flgura 18. Manhattan [Font propia]

Per exemple, a la figura 18 podem veure que la Q
distancia Taxicab de P a Q seria 9, per
qualsevol dels camins vermell, verd, taronja o
d’altres. En canvi, la distancia Euclidiana seria

V32 4+ 62 = /45, més petita.

=]

Figura 19. Metrica de Manhattan [Font:propia]
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3.2 DEFINICIO

La definici6 de la métrica de Manhattan (també distancia Taxicab, distancia rectilinia o
distancia L,) és la seguent:

d(P,Q) = |p1 — q1l + |Ip2 — qal,
per a dos punts qualssevol de R?, P(p1,pz) i Q(d1,052).

A continuaci6 comprovarem que es tracta, efectivament, d’'una distancia. Demostrem les
guatre propietats que defineixen una distancia:

Propietat 1: d(P,Q) =0 VP,Qe R?

Aquesta propietat queda demostrada per la propia definicié de la métrica de Manhattan, ja
gue és la suma de dos valors absoluts.

Propietat 2: d(P,Q) =0 siinoméssi P=Q VPQE€E R?

SiP=Q — dP,Q)=d(P,P)=|py—p1l +Ip2— p2| =0

SidP,Q)=0 - |p1—q1l+|p2— 2l =0—>p;—q1=0ip,—q,=0—> p1=q1 L P2 =03
— P=0Q

Propietat 3: d(P,Q) =d(Q,P) VP, QE R?

d(P,Q) = |p1 —q1l + Ip2 — a2l = lg1 — p1l + a2 — p2| = d(Q,P) .

Propietat 4: d(P,R) <d(P,Q)+d(Q,R) VP,QRE R?

d(P,R)=|p1— 11|+ Ip2— 12l =|(P1 —q1) + (@1 — 1|+ |(P2 — q2) + (@2 — 1) <3

< Ipr—ql+ g —nl+1p2 — g2l + gz — 72| =d(P,Q) + d(Q,R)

5 En aquest pas fem servir la desigualtat triangular del valor absolut: |a + b| < |a| + |b|.
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3.3 EL CAMI MES CURT ENTRE DOS PUNTS

A diferéncia del que passa amb la geometria euclidiana, en la geometria Taxicab el cami més
curt entre dos punts no és Unic. Podem veure—ho a la figura 19 amb dos exemples de camins
de longitud minima (7 unitats) dins d’'una graella 4 x 3 amb quadrats de costat 1. S’han
generat amb un applet dissenyat per buscar camins aleatoris (veure annex).

: ‘| [Geoneracam
Final Final
3 e @& 3

Inici Inici

Figura 20. Generador de camins aleatoris (applet 3) [Font: propia]

Entre dos punts tenim infinits camins de distancia minima (reduint la mida de la quadricula).
Ara bé, donada una quadricula de costat fix, podem trobar quants camins hi ha de longitud
minima. Abans de calcular la férmula general fixem-nos en el cas d’'una graella de 3x2:

T0
9
UURRR URURR URRUR URRRU RUURR
8 o—-o0—0 o—-o O—0—0
7 I—o— [
8 I_1 *—=e
5
. RURUR pRESESS RURRU RRUR o o RRURU RRRUU
3 c—o—I ® »—I
2 *—e o—0 *——8 *—eo—o
1
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

Figura 21. Camins de distancia minima dins d’'una graella 3x2 [Font: propia]

Observem que els possibles camins sén les diferents maneres d’ordenar 2 moviments cap a
dalt (U) i 3 moviments cap a la dreta (R), és a dir, les permutacions amb repetici6 de 5

5!
elements amb 3 i 2 repeticions: ﬂ =10.
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En el cas general de m moviments horitzontals i n moviments verticals tindriem les
permutacions amb repeticié de m+n elements i m i n repeticions:

(m+n)!

Camins de distancia minima en una quadricula mx n:  PRR3" =

3.4 UN JUTGE EUCLIDIA AMANHATTAN

En aquest apartat explicarem un cas on un acusat va recérrer a la metrica de Manhattan per
intentar minimitzar la seva condemna. Es tracta d’'una anécdota, pero ens dona una idea de
quina podria arribar a ser la importancia de mesurar la distancia entre dos punts d’'una manera
o d’una altra.

Al 2002, James Robbins va ser detingut a Manhattan, per venta de drogues. A més a més de
vendre drogues, hi havia un altre factor que encara empitjorava la situacié per a Robbins. La
venta de drogues es va fer a menys de 1000 peus (304,8 metres) d’'una escola.

Els advocats de Robbins van intentar apel-lar a la métrica de Manhattan per eliminar aquest
factor que augmentava encara més la seva acusacié. Entenien que, tot i que la distancia lineal
(euclidiana) era de menys de 1000 peus, la distancia que podia recorrer realment a peu
(distancia Manhattan) era major.

En la seguent imatge es pot veure a on el van detenir, I'escola i el cami més curt que els uneix
segons la metrica de Manhattan.

QMdJef,llt: Theatre
|
St fxmus Theatre QRron(H\urf;t Theat|
a -

(0 e

L4

N/
=L Rockicafe NYC@l)

6 IhéLync Theatri e

Nederander Theatre
v v :
Lésl Rites Gallery qu" & Q Q
\ & Starbucks @y o i

Figura 22. L’escola i el lloc del delicte [Font: propia]
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Agafar aquesta distancia com a referéncia eliminava I'agreujant dels 1000 peus, ja que la
distancia que els separaria seria de 764 + 490 = 1254 peus (379,5 metres).

Tot i aix0 el jutge va considerar que la distancia havia de ser en linea recta i que, per tant,
s’havia de calcular la longitud utilitzant el famos teorema de Pitagores.
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Figura 23. Comparaci6 visual de les distancies euclidiana i de Manhattan [Font: propia]

Utilitzant el teorema de Pitagores tenim que la distancia entre els dos punts és la seguent:

V764% + 4902 = 907,63 peus (276,6 metres).

Com que aquesta longitud és inferior a 1000 peus no es va poder minimitzar la condemna i a
Robbins li van caure de 6 a 12 anys de preso.

Aquest judici es va fer famés i fins i tot va sortir al New York Times.
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La geometria Taxicab. Un mén on el cercles s6n quadrats.

4. ELEMENTS DE LA GEOMETRIA TAXICAB

En aquest apartat estudiarem diferents elements geometrics que es defineixen a partir del
concepte de distancia. D’aquesta manera podrem apreciar com canvien pel fet d’escollir una
metrica o una altra. En molts casos no farem demostracions precises, sind que ens ajudarem
del programa GeoGebra per a il-lustrar les diferents situacions, ja que, un cop dissenyada la
construcci6é, permet moure els objectes amb facilitat i veure el seu comportament. Acabarem
amb una comparacio dels axiomes de les geometries euclidiana i Taxicab.

4.1 PUNTS SITUATS ENTRE ALTRES DOS

Donats dos punts de R2, Pi @, els punts R situats entremig de Pi Q s6n aquells que satisfan:

e d(P,R)+d(R,Q)=d(P,Q)
e P QiR soncol-lineals

Intuitivament, amb la primera propietat n’hi hauria prou per assegurar que un punt esta
entremig d’'altres dos. | aixd és aixi a la geometria euclidiana, perd no a la Taxicab com
veurem a continuacio.

Siels punts P i Q@ estan alineats segons els eixos de coordenades no hi ha cap problema. En
canvi, si no ho estan, veiem que tots els punts dins del rectangle que determinen satisfan que
la suma de les seves distancies als vertexs oposats és igual a la distancia entre aquests
vertexs. Per exemple, a la figura 24, tots els punts R interiors al rectangle satisfan que la
suma de distancies a P i Q és 9. Per tant, per a qué un punt estigui entremig d’altres dos a la
geometria Taxicab es necessiten les dues condicions.

5]
Q
5 O
dPp,R)= dl =6
4
dR,Q)= d2 = 3
‘R
3 )
‘ dP,Q)=d1+d2= diotal = 9
2
P
1 @
| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1
=1

Figura 24. Punts R que satisfan d(P,R) + d(R,Q) = d(P,Q) (applet4) [Font: propia]

25


Applets%20geogebra/4_SegmentTaxicab.html

La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

4.2 PUNTS EQUIDISTANTS A ALTRES DOS

En geometria euclidiana, la mediatriu és el lloc geometric dels punts que equidisten de dos
punts donats, Pi Q.

Es tracta d’'un element geomeétric molt Gtil en diverses situacions, com per exemple quan s’han
de delimitar regions segons arees d’influéncia properes a certs punts, com veurem més
endavant amb els diagrames de Voronoi.

A partir de la definicié, veiem que la mediatriu estara
formada pels punts R que compleixin I'equacié:

MediatriuEuclidiana

d(P,R) = d(R,Q)

En el cas de la metrica euclidiana, la mediatriu és la
recta perpendicular al segment PQ que passa pel seu
punt mig, com podem veure a la figura 25.

5
1
P

4 @
Figura 25. Mediatriu euclidiana
[Font: propia] L
A la geometria Taxicab [l'equacid6 de la
mediatriu vindra donada per I'expressio: 2 o

lx —x(P)| + |y —y(P)| = :
— |x _ x(Q)l + |y _ y(Q)l MediatriuTaxicab
1 0 1 ¢ 3 4 5 q

Com podem observar a la figura 26, el cas
general és forca diferent de I'habitual. Figura 26. Mediatriu Taxicab (applet 5)

[Font: propia]
Tanmateix, hi ha dos casos particulars en que la forma canvia: un quan els punts estan
alineats amb els eixos de coordenades (aleshores coincideix amb el cas euclidia), i l'altre
guan els punts estan alineats amb un angle de 45° (en aquest cas, la mediatriu esta formada
per un segment seguit de dos quadrants infinits).

]

Figura 27. Mediatrius Taxicab amb P i Q alineats amb els eixos i amb P i Q a 45° (applet 5) [Font: propia]
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La geometria Taxicab. Un mén on el cercles s6n quadrats.

4.3 DISTANCIA D’UN PUNT A UNA RECTA

Donats un punt P i una recta r, es defineix la distancia d(P,r) com el valor minim de les
distancies del punt P a qualsevol punt de la rectarr.

Una manera visualment senzilla d’enfocar el :
problema és considerar una circumferéncia 4
centrada en P i anar ampliant el radi fins que
sigui tangent a la recta r. El punt de tangéncia
Q ens donara el punt més proper a P i, per 5
tant, ens permetra trobar la distancia minima.

Ens basarem en aquesta construccio per 3
trobar la distancia d’un punt a una recta amb la
geometria Taxicab.

Haurem de tenir en compte que les
circumferéncies s6n quadrats en la métrica de |
Manhattan (ho veurem en detall més

endavant) i distingir tres casos segons el Figura28.Distancia de puntarecta amb la
pendent m de la recta : metrica euclidiana [Font: propia]

o

e |m|<1:d(P,r) = distancia vertical
e |m|>1:d(P,r) = distancia horitzontal

e |m|=1:d(P,r) = distancia vertical o horitzontal

A la figura 29 tenim un exemple generat amb un applet que calcula de distancia de punt a
recta (en aquest cas de 4 unitats). Observem els tres casos que es poden donar.

Im| <1 Im|>1 Im =1

| N . 3 . P
K * ¥ 3 L] K .
f 2 =

.
DistanciaTaxicab = 4 e S DistanciaTaxicab = 4 DistanciaTaxicab = 4

. 2 .
7 .
M . 1 L
= . N
u . N
N T - A e S T e T e,
N L7 hN
e N
i /

Figura 29. Distancia de punt a recta amb la metrica de Manhattan (applet 6) [Font: propia]
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

4.4 TRIANGLES

Desigualtat triangular

Un triangle és un poligon de tres costats. En la geometria euclidiana tres punts A, B, C no
alienats defineixen un unic triangle i els seus costats satisfan la desigualtat triangular. Aquesta
diu que la suma de dos costats qualssevol sempre és més gran que el tercer (estrictament
més gran, si fos igual tindriem els tres punts alineats):

C = (12, 10) d(A,C) < d(A,B) + d(B, C).

Tanmateix aquesta desigualtat no es compleix en la
geometria Taxicab, com veiem a lI'exemple de la
figura 30, a on

d(A4,C) =8=4+4=d(AB)+d(B,0),

acomplint-se la igualtat, enlloc de la desigualtat.
A'= (8, 6)

Figura 30. Desigualtat triangular falla a
la geometria Taxicab [Font: propia]

Teorema de Pitagores
A=(13,12)

En el cas dels triangles rectangles ja no es
compleix el teorema de Pitagores:

BC? + CA? = BA?

D’altra banda, en el cas dels catets alineats amb
els eixos tenim una férmula semblant. Per

construccio, la distancia BC sumada a la distancia cr3-8)
CA és igual a la distancia de Manhattan BA. Per B=(10,8)

tant el teorema de Pitagores s’escriuria de la

seguent manera: Figura 31. Teorema de Pitagores Taxicab:

BC+CA=3+4=7=BA [Font: propia]
BC+CA=BA
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

Criteris d’igualtat de triangles

En aquest apartat veurem com els criteris d’igualtat de triangles en la geometria euclidiana
fallen tots en la Taxicab. Més endavant, quan fem la comparacié axiomatica entre les
geometries euclidiana i Taxicab, veurem que aquesta €s la principal diferéncia entre les dues
geometries.

A continuacié examinarem els criteris CCC, CAC i ACA per a la geometria Taxicab.

CCC (Costat-Costat-Costat): Si dos triangles tenen iguals els tres costats, aleshores son
iguals.

A la figura 32 veiem un exemple de dos triangles equilaters de costat igual a 4 unitats que
tanmateix sén diferents, incomplint el criteri CCC.

B'= (12, 5)

C=(33) B=(7.3) C'=(10, 3)

Figura 32. Violaci6 criteri CCC [Font: propia]

CAC (Costat-Angle-Costat): Si dos triangles tenen iguals dos costats i l'angle que
determinen, aleshores sén iguals.

En I'exemple de la figura 33, podem observar que els costats CA, CB, C’A’i C’B’ tenen tots la
mateixa mida (4 unitats) i que els angles que determinen, ACB i A'C'B’, s6n iguals (90°), pero
els triangles son diferents, violant el criteri CAC.

A=(3,7)

C'=(12,5)

B'= (10, 3) A= 3)

c=(3.3) B=.3)

Figura 33. Violaci6 criteri CAC [Font: propia]
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

ACA (Angle-Costat-Angle): Si dos triangles tenen iguals un costat i els angles adjacents,
aleshores sén iguals.

Finalment, en la figura 34 tenim el cas de dos triangles amb els costats ACi A’ ¢’ iguals a 4
unitats i els angles adjacents iguals a 45° i que, tot i aix0, son diferents en contra del que diu
el criteri ACA.

B=(7.3) B'= (12, 3)

C=(5,3)

Figura 34. Violacio6 criteri ACA [Font: propia]
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La geometria Taxicab. Un mén on el cercles s6n quadrats.

45 CONIQUES

En la geometria euclidiana les coniques son corbes que s’obtenen de la interseccio de la
superficie d’'un con amb un pla. D’altra banda, tenen una definici6 com a lloc geomeétric en
termes de distancia molt senzilla, cosa que les fa molt adients per investigar com variaran

guan canviem de métrica.

4.5.1 CIRCUMFERENCIA

La circumferéncia és el lloc geométric dels punts del pla que equidisten d’'un punt fix
anomenat centre. La distancia del centre a qualsevol punt s’anomena radi.

#|circumferénciaEuclidiana

Figura 31. Circumferencia euclidiana (applet 7)
[Font: propia]

A la geometria Taxicab I'equaci6 de
circumferéncia de centre C(a,b) i radi r vindra
donada per la seglient expressio:

dP,C)=|x—al+|y-bl=r

Introduint aquesta férmula a GeoGebra,
podem observar que la circumferéncia té
forma quadrada (veure la figura 32, per
exemple, amb una circumferéncia de centre
C(2,2) i radi r = 4). Tots els punts sobre el
guadrat es troben a distancia r del centre C,
un resultat no gaire intuitiu!

La circumferéncia de centre C(a,b) i radi r
amb la meétrica euclidiana, ve donada per la
seglent expressio:

d(P,C) =/(x—a?) + (y —b?) =r

En I'exemple de la figura 31 veiem que la
circumferéncia té la forma circular habitual. A
continuacié veurem gué passa quan canviem
la definicié de distancia euclidiana per la de
distancia de Manhattan.

Figura 32. Circumferéncia Taxicab (applet 8)
[Font: propia]
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

El valorde

Un punt interessant a destacar és que el valor de  és diferent segons la geometria que
considerem. El nombre nt és la relacio entre el perimetre de la circumferencia i el diametre.
Per la geometria euclidiana és aproximadament 3,14159 (les primeres aproximacions son de
I'any 1900 aC). En canvi, per la circumferéncia a la geometria Taxicab, la distancia d’un vértex
al seu contigu sera 2r, o sigui el diametre d. Per tant, la relacié entre el perimetre (quatre
costats) i el diametre sera:

4.5.2 EL-LIPSE

L’el-lipse és el lloc geometric dels punts del pla tals que la suma de les seves distancies a dos
punts fixos anomenats focus és constant.

L’equacio de l'el-lipse de focus F i F’i eix major
2a (suma de les distancies al focus, que és
constant) ve donada per I'equacio:

d(P,F)+d(P,F") =2a

/ n .
’ El-lipseEur

lidiana
L
-3 7 2 -1 0 1 2 3 4 5

Quan fem servir la distancia habitual
(euclidiana), I'el-lipse té la forma coneguda de

la figura 33.
1 EixMajor = 9.95
EixMenor = 5.84
4 DistanciaFocal = 8.06 7
a=4
Figura 33. El'lipse euclidiana (applet 9) - 3
[Font: propia]
2
En el cas de la métrica Taxicab I'equacié de B
I'el-lipse de focus A i B ve donada per la ! *
seglent expressio:
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3
|x —x(A)] + |y = y(AD] + [x — x(B)| A
+1ly—yB)| = 2a ¢ =
El-lipseTaxicab
Després d'introduir aquesta formula a -2
GeoGebra veiem que la figura que es genera

té forma de poligon. ~
Figura 34. El'lipse Taxicab (applet 10)

[Font: propial
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

Concretament, en el cas general I'el-lipse té forma d’octagon (figura 34). En canvi, quan els
focus estan alienats amb la direccié dels eixos, siguin horitzontals o verticals, I'el-lipse
adquireix forma d’hexagon, com podem veure a la figura 35.

Finalment, en el cas extrem en qué els focus es trobessin a la distancia maxima 2a, I'el-lipse
esdevindria un rectangle o un quadrat (incloent-hi tots els punts interiors, és a dir, ja no seria

una corba).

L]
W]
]
w

/.A El-lipseTaxicab
" _)\-2 d10 1

n

\”‘w
w

A EllipseTaxicab

Figura 35. El'lipse Taxicab amb focus alineats amb Figura 36. Cas degenerat amb focus situats
la direccio dels eixos (applet 10) [Font: propia] a distancia 2a (applet 10) [Font: propia]

4.5.3 HIPERBOLA

L'hipérbola és el lloc geomeétric dels punts del pla tals que la diferéncia entre les seves
distancies (en valor absolut) a dos punts fixos anomenats focus és constant.

EixReal = 3,59

Eixlmaginari = 1.74

DistanciaFocal = 5

Figura 37. Hiperbola euclidiana (applet 11) [Font: propia]

L’equacio de la hiperbola de focus F
i F’ i distancia entre vertexs 2a ve
donada per la seglent expressio:

|d(P,F) —d(P,F")| = 2a

Fent Us de la distancia euclidiana
obtenim la corba tipica de la
hipérbola, com podem veure a la
figura 37.
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

En el cas de la distancia Manhattan
'equacié de la hipérbola de focus A i B
és la seguent:

@

s
B
4 @
[lx —x(A] + ly — y(A| — |x — x(B)| 1
—ly— }’(B)” =2a HipérbolaTaxicab g
Podem veure el resultat habitual a la e eaeaaanan:

figura 38.

D’altra banda, com és tipic en aquesta
metrica, tenim diferents casos
degenerats en qué la hipérbola deixa de
ser-ho. Depenent de la relacio entre les Figura 38. Hipérbola Taxicab (applet 12) [Font: propia]
distancies horitzontals i verticals dels

focus amb el valor del parametre 2a es donen diverses situacions: podem tenir linees
paral-leles o canviar part de les corbes per tot un quadrant infinit (figura 39).

Figura 39. Hipérboles Taxicab amb diferents casos degenerats (applet 12)
[Font: provial
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La geometria Taxicab. Un mén on el cercles s6n quadrats.

4.54 PARABOLA

La parabola és el lloc geométric dels punts del pla que equidisten d’un punt fix anomenat
focus i d’'una recta anomenada directriu.

L’equacio de la parabola de directiu r i focus
F ve donada per la seglient expressio:

d(P,7) = d(P,F)

Quan utilitzem la métrica euclidiana obtenim
la corba habitual de la parabola, com podem
veure a la figura 40.

ParabolaEuclidiana

En el cas de la meétrica de Manhattan,
aprofitarem el calcul de la distancia de punt
a recta que hem fet a l'apartat 4.3 per
expressar I'equacié de la parabola de la
seguent manera:

Figura 40. Parabola euclidiana (applet 13) lx = x(F)] + |y —yE)l=dPF) =
[Font: provial d(P,r) = min(|x — x|, [y — ¥ )

aonXx, éselpuntde larectaramb la mateixa ordenada que P(x,y) iy, és el puntde larectar
amb la mateixa abscissa que P(X,y). Si s’intenta fer aquesta construccié directament a
GeoGebra, li costa molt de calcular i, per tant, €s millor fer-ho per dos casos per separat: quan
|m|<1iquan |m|>1.

A la figura 40, veiem com la parabola s’obre cap a dalt en el cas |m|<1 (o cap a baix si el
focus esta per sota la directriu) i com s’obre cap a la dreta quan |m|>1 (o cap a I'esquerra si el
focus esta a I'esquerra de la directriu).

ParabolaTaxicab

\ ParabolaTaxicab

Figura 41. Paraboles Taxicab (applet 14 i applet 15) [Font: propia]
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La geometria Taxicab. Un mén on el cercles s6n quadrats.

Finalment, a la figura 42 veiem els casos m = —1, m = 0 (directriu horitzontal) i m = « (directriu
vertical). En el cas de la directriu amb |m|=1 la parabola té tres costats enlloc de quatre i les
branques infinites s6n perpendiculars entre elles.

ParabolaTaxicab ParabolaTaxicab °
F
\. \./

r ParabolaTaxicab

Figura 42. Paraboles Taxicab perm =-1,m =0 im = 0 [Font: propia]

4.6 COMPARACIO AXIOMATICA

Seguint el plantejament que fa el llibre d’Eugene Krause, Taxicab geometry, podem examinar
els axiomes de la geometria euclidiana i veure quins d’aquests no compleix la geometria
Taxicab. No tractarem de fer demostracions rigoroses, sind que presentarem els axiomes i,
assumint de manera intuitiva que es compleixen per la geometria euclidiana, estudiarem si es
compleixen o0 no per la geometria Taxicab. Sorprenentment, veurem que pel que fa a
'axiomatica no sén geometries tan diferents. S6n aquestes diferéncies les que estudiarem
amb més detall.

Per dur a terme la comparacid, prendrem I'enfocament de la geometria metrica, on
basicament es substitueixen els axiomes de congruéncia de I'aproximacié axiomatica per les
funcions distancia i mesura angular, que proporcionen una idea molt més intuitiva de la
geometria.

L’aproximacié métrica de la geometria fa incidéncia en els conceptes de distancia i mesura
d’angles. Concretament, una geometria métrica seria un sistema [%, £ d, m] a on:

& és un conjunt de punts

£ és una col-lecci6 de subconjunts de # anomenats linees
d

m

és una funcio per a la distancia
és una funcio per mesurar angles

En el cas de la geometria euclidiana aquest sistema satisfa un conjunt de tretze propietats (o
axiomes). A continuacié compararem cada propietat o axioma de la geometria euclidiana amb
la geometria Taxicab.
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La geometria Taxicab. Un mén on el cercles s6n quadrats.

Propietats d’incidéncia
I. Donats 2 punts, hi ha exactament una linia que els uneix
Il. Cada linia conté com a minim 2 punts; # conté com a minim 3 punts no alineats.

Aquestes propietats només fan referéncia a 2 i £ per tant, hauran de ser certes tant a la
geometria Taxicab [%, £ dr, m] com a la geometria Euclidiana [%, .£ dg, m].

Propietats de la funcié distancia

Els seglients quatre axiomes afirmen que la funcié distancia és definida positiva, simeétrica,
satisfa la desigualtat triangular i té la propietat del regle. Les tres primeres propietats ja les
hem demostrades abans i sén certes per a les dues geometries. Per a cada parell de punts

(P.Q):
. d(P,Q)=0 id(P,Q)=0siinoméssi P=Q.
IV. d(P,Q) =d(Q,P)
V. d(P,R) =d(P,Q) +d(Q,R)
VI. Propietat del regle: donada qualsevol linia L de .£ existeix una funcié bijectiva® f, de
L en R (nombres reals) de tal manera que per a tots els punts P, Q de L es satisfa:
IfL(P) = fL(@] = d(P,Q)

Ho demostrarem estudiant dos casos per separat:

Cas L vertical: Definim f;(p1,p2) = p2

La funcio és bijectiva ja que per a cada punt de la linea L hi ha una Gnica imatge i, per
a cada valor real existeix una Unica antimatge. A més, donat que p; = q; (ja que Pi Q
pertanyen a una linea vertical), tenim:

lfL(P) = fo(@)| = Ip2 — q2] = Ip1 — q1| + |p2 — q2| = d(P, Q)

P2—4a;
P1—q1

Cas L no vertical: Definim f, (p1,p2) = (1 + |m|)p,, on m és el pendent m =

Com en el cas anterior, la funcioé és bijectiva ja que, al ser lineal, tots els punts de L
tenen una Unica imatge i, per a cada valor real existeix una Unica antimatge. També
satisfa:

If.(P) — fo( @] =+ ImDp; — (A + ImDgs| = A+ |m]) - Ip1 — q4
=lpr—ql+Iml-|pr —q1l = |lp1 — @1l + Ip2 — g2 = d(P, Q)

6 Una funcio6 f: X — Y és bijectiva si, per a cada y € Y existeix un Unic x € X tal que y = f(x) .
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La geometria Taxicab. Un mén on el cercles s6n quadrats.

Propietat de la separacio del pla

VIl. Si L és qualsevol linia, aleshores existeixen un subconjunts 4 i 4> de &% (anomenats
semipla) tal que:

i. J i siguin convexos’
i. AU H=2—L (L ambL eliminada)
ii. SIPeE #iQ€ H# ,aleshoresPQNL #0

Aquesta propietat no és consequencia de la definicid6 que es trii de distancia, per tant si és
certa per [#, £ dg, m], també ho sera per [£, £ d, m]. Examinant-ho amb més detall, la
propietat de la separaci6 del pla si té a veure amb els conceptes de segment i convexitat aixi
com amb la relaci6 “estar entre”, que implicitament involucren la definici6 de distancia;
tanmateix, es pot veure que les implicacions son les mateixes per la geometria euclidiana i per
la Taxicab.

Propietats de la mesura d’angles

VIIl. m assigna a cada angle un nombre real entre 0 i 180.

IX. Donada una semirecta PQ a I'extrem del semipla J# i donat un nombre real r, entre 0 i 180
hi ha exactament una Unica semirecta PR tal que R€ # i MLRPQ=r.

X. Si T es troba a l'interior de £PQR, aleshores mzPQT + msTQR = msPQR

XI. Si Q estrobaentre P,R i T & recta PR, aleshores mzPQT + msTQR = 180

Aquestes quatre propietats que acabem d’enunciar han de ser certes per [, £ di, m] si ho
sén per [# £ dg, m] ja que les dos geometries fan servir la mateixa funcié de mesura d’angle.

” o« ” W ” W

Els conceptes “angle”, “semirecta”, “semipla”, “interior d’un angle” i “entre”, tenen el mateix
significat per les dues geometries.

7 En l'espai euclidia un conjunt és convex si per a tots els punts dins del mateix, els segments que els
uneixen es troben dins del propi conjunt.
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Propietat “costat-angle-costat”

Xll. Donada una correspondéncia injectiva® entre el conjunt de vértex de dos triangles, si dos
costats i 'angle comprés del primer triangle sén congruents respecte les parts corresponents
del segon triangle, aleshores la correspondéncia és una congruéncia’.

Aquesta és la propietat fonamental de la geometria euclidiana [% £ dg, m] que la geometria

Taxicab [, £ dr, m] no té (ho hem vist en detall a 'apartat 4.4). Es per aix0 que la geometria
Taxicab és una geometria no euclidiana.

Propietat de les paral-leles

XIll. Donat un punt P exterior a una linia Z, hi ha exactament una linia que passa per Pi és
paral-lela a L.

Finalment tenim el famés postulat de les paral-leles. Aquesta propietat ha de ser certa per la
geometria Taxicab ja que només té a veure amb 2 i £

8 Una correspondéncia entre X i Y és injectiva si a dos elements diferents de X els hi correspon dos
elements diferents de Y.

9 Dos triangles son congruents si els costats sén d’igual longitud i els angles corresponents mesuren el
mateix.
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5.APLICACIO A DOS PROBLEMES DE GEOMETRIA
URBANA

La geometria Taxicab pot ser més adient que I'euclidiana per a I'estudi de certes situacions
dins la geometria urbana. Com a exemple, analitzarem dos problemes classics.

El primer consisteix en, donats tres punts, trobar quin és el lloc on la suma de les distancies
des d’aquest lloc als punts és minima. Aix0 seria Util a I’hora de col-locar un equipament de la
manera més eficient possible. Per exemple, si hi ha tres botigues d’'una mateixa cadena, seria
el punt on posariem el magatzem de distribucié dels productes de les tres botigues.

El segon consisteix en dividir una regié segons les zones més properes a uns certs punts. Per
exemple, si hi ha tres parcs de bombers en una regio i hi ha un incendi, permetria saber quin
dels tres parcs s’hauria d’encarregar d’apagar-Io.

5.1 EL PUNT DE FERMAT

En una carta, Pierre de Fermat (1601 — 1665) va proposar un
problema com a repte a E. Torricelli (1608 — 1647), un deixeble
de Galileu: trobar el punt tal que la suma de les seves
distancies als vertexs d’un triangle fos minima.

Hi ha moltes demostracions d’aquest problema. Torricelli va
demostrar-lo de diferents formes, aixi com altres matematics
(per exemple, Viviani o Cavalieri, deixebles també de Galileu).
El punt P que s’obté com a solucié s’anomena Punt de Fermat
o Punt de Torricelli.

Es un problema classic de geometria euclidiana que, tanmateix,
té una solucié forca complexa. Veurem que en el cas de la
geometria Taxicab no és aixi.

Figura 43. Punt de Fermat
[Font: Viquipédia]

Observem la figura 44. Donat un triangle qualsevol tracem per cada vertex les paral-leles als
eixos de coordenades. Sempre trobarem dos d’aquestes rectes que intersequen dins del
triangle o, en els cas extrem, en un vértex. Sorprenentment, aquest és el punt de Fermat en la
geometria Taxicab!

La demostracié és molt intuitiva. Si ens situem en aquest punt i fem un desplacament vertical
d’una unitat, ens allunyem una unitat de dos vertexs i ens acostem una en un. Per tant, en el
comput global la suma de distancies s’incrementa una unitat. EI mateix passa pel cas
horitzontal. Concloem doncs, que un moviment en qualsevol direcci6 incrementara la suma de
distancies als vertexs, per la qual cosa el punt P és el que fa minima aquesta suma.
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sumadistancies = 12

Figura 44. Punt de Fermat en la geometria Taxicab (applet 16) [Font: propia]

Podem aplicar la construccio anterior al seguent cas. Considerem els tres CAP de I'eixample
de Barcelona: CAP Casanova, CAP Roger de Flor i Cap Passeig de Sant Joan (punts verds
de la figura 45), i suposem que volguéssim situar un magatzem d’equipament médic de la
manera més eficient possible. La construccié anterior ens permet saber que I'hauriem de
situar en el punt P (de color groc a la figura 45).

| sumadistancies = 20.95 PS 1 1

Figura 45. Punt de Fermat Taxicab de tres CAP de I'’eixample [Font: propia]

Observem que l'escala de 900 metres correspon a un segment de 6,25 u. Per tant, la suma

minima de distancies seria % %X 20,95 = 3,352 m, o sigui, 3,4 km. El punt P estaria situat a

y

uns 100 metres del CAP de Roger de Flor, potser contradient el que ens diu la intuicio.
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5.2 DIAGRAMES DE VORONOI

Gueorgui Voronoi (1868 — 1908) va ser un
matematic rus conegut per les denominades
regions de Voronoi. Aquestes sOn unes
construccions geometrigues que permeten
configurar una particié del pla associada a n
punts, de manera que a cada punt se li assigha
una regié formada per tots els punts que so6n
més propers a ell que als altres.

La manera de construir un diagrama de
Voronoi és unint els punts entre si i tracant les
mediatrius dels segments de la unié. Les
interseccions d’aquestes mediatrius determinen
una serie de poligons al voltant dels punts de
manera que engloben les zones més properes.

World Airports Voronoi

Figura 46. Diagrama de Voronoi
[Font: Viquipédia]

Actualment, els diagrames de Voronoi tenen

Figura 47. Diagrama de Voronoi d’aeroports
[Font: jasondavies.com]

infinitat d’aplicacions en diferents camps d’estudi:
grafics per computadora, epidemiologia, geofisica,
meteorologia... Per exemple a la figura 47 podem
veure un diagrama de Voronoi que ens mostra
quin aeroport és el més proper a cada regi6 del
mon.

Moltes d’aquestes aplicacions es dissenyen fent
servir la métrica euclidiana, perdé com hem vist en
aquest treball, en alguns casos pot ser més adient
I'is d’altres métriques com ara la de Manhattan.

Per a construir el diagrama de Voronoi (per exemple de tres punts) amb la metrica de
Manhattan, el que hem de fer és tracar les mediatrius de cada parella de punts, ja que les
mediatrius parteixen el pla segons les zones que es troben més properes als punts donats. Un
cop les mediatrius estan fetes, no considerem la part que entra en la zona d’influéncia dels
altres punts de manera que obtindrem tres regions.

A la practica ho he fet amb I'eina poligon ja que si ho intentava automatitzar amb I'eina color
dinamic, el calcul de la figura alentia molt el procés. El resultat el podem veure a la figura 48.
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Figura 48. Diagrama de Voronoi en la geometria Taxicab (applet 17) [Font: propia]

Finalment considerem un exemple practic amb els tres CAP de l'apartat anterior: el CAP
Casanova, el CAP Roger de Flor i el Cap Passeig de Sant Joan. Ara es tractaria de buscar
quin CAP queda més a la vora de qualsevol punt de I'eixample i dividir la regi6 en tres zones
d’'influéncia.

El resultat el podem veure a la figura 49. El punt X situat a la confluencia de la Gran Via de les
Corts Catalanes amb la Rambla de Catalunya tindria els tres CAP a la mateixa distancia
Taxicab (en canvi, amb la meétrica euclidiana, tindria més a la vora el CAP Passeig de Sant
Joan).

Figura 49. Diagrama de Voronoi Taxicab de tres CAP de I'eixample [Font: propia]
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6. GENERALITZACIONS DE LA METRICA DE
MANHATTAN

Finalment, en aquest ultim apartat estudiarem algunes generalitzacions que es poden fer de la
meétrica de Manhattan. La primera correspon al cas tridimensional (també es podria fer per n
dimensions, tot i que la intuici6 geomeétrica desapareix). La segona és el cas en que ens
moguéssim per I'enreixat Taxicab afegint-ne moviments per linies amb un angle 45°, és a dir,
gue seguissim els moviments de les dames xineses. Finalment, estudiem la generalitzacié per
una graella amb angles de 60° i tota una familia de metriques que generalitzen la métrica de
Manhattan per enreixats triangulars de qualsevol angle.

6.1 METRICA DE MANHATTAN 3D

6.1.1 DEFINICIO I INTERPRETACIO

La métrica de Manhattan és molt facil de generalitzar a tres dimensions. La definicié seria la
seguent:

d(P,Q) = Ip1 — q1| + Ip2 — q21 + Ips — g3l

aon P(pyp2p3) i @(q1,92,93 ) SON punts de I'espai R3.

De la mateixa manera que la geometria Taxicab s’interpretava mitjangant el recorregut d’un
taxi pels carrers de Manhattan, en la generalitzacié a 3D, es pot interpretar com el recorregut
que faria un dron entre els gratacels de Manhattan. A més a més de desplacar-se a través del
pla horitzontal també es podria moure en I'eix vertical.

També hi ha una altra possible interpretacié a partir de la de la métrica de Hamming. Com
varem veure a l'apartat 2.2.2, la métrica de Manhattan generalitzada a 3 dimensions es
correspon a la distancia de Hamming en el cas de cadenes de tres bits.

6.1.2 CAMINS POSSIBLES

En la geometria Taxicab 3D, el cami més curt entre dos punts tampoc no és unic. Podem
veure—ho a la figura 50 amb dos exemples de camins de longitud minima (9 unitats) dins
d’'una graella 2x3x4 amb quadrats de costat 1. Com en el cas anterior, s’han generat amb un
applet dissenyat per buscar camins aleatoris en tres dimensions (veure applet 18).
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Figura 50. Generador de camins aleatoris en 3D (applet 18) [Font: propia]

De manera analoga al cas bidimensional, donada una quadricula de costat fix, podem trobar
guants camins hi ha de longitud minima entre dos punts en R3.

En el cas general m x n x p, els possibles camins son les diferents maneres d’ordenar m
moviments cap a I'eix X, n moviments cap a 'eix Y i p moviments cap a l'eix Z, és a dir, les
permutacions amb repeticié de m+n+p elements amb m, n i p repeticions:

—— (m+n+p)!

Camins de distancia minima en una quadricula m x n x p: PRy, 7,

m! n!p!

6.1.3 ESFERA

Analogament als apartats anteriors, entendrem una esfera com el lloc geometric dels punts de
R3 que equidisten d’'un punt fix anomenat centre. Aquesta distancia fixa és el radi.

A la geometria Taxicab 3D, I'equacio de
I'esfera de centre C(a,b,c) i radi r vindra
donada per la seglient expressio:

d(P,C)=|x—al+|y—bl+|z—c|=1

Amb l'ajuda de GeoGebra, podem
representar la superficie anterior i veure
guina forma adopta. Com hem vist
anteriorment, la forma de [lesfera
dependra de la distancia que estem
considerant i, en el cas de la métrica de
Manhattan 3D, adquireix ~ forma
d'octaedre, com podem observar a la
figura 51.

Figura 51. Esfera a Manhattan 3D (applet 19)
[Font: propia]
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6.2 METRICA DE MANHATTAN TRIANGULAR O GEOMETRIA DE LES

DAMES XINESES

6.2.1 DEFINICIO I INTERPRETACIO

Al final del seu llibre, Krause planteja la possibilitat 00000

d’estudiar noves métriques similars a la de Manhattan 88380

perd sobre graelles triangulars. Més endavant es varen oo

definir i estudiar. Concretament, es va investigar la 0.0

distancia que permet moviments diagonals a més a més i

dels horitzontals i verticals. Se la va anomenar métrica A

de les dames xineses. v

En el joc de les dames xineses les peces es poden oo

moure verticalment (nord i sud), horitzontalment (est i .:::

oest), i diagonalment (nord-est, nord-oest, sud-est i sud- CH ) OO
OO0

oest), i d’aqui el nom de la métrica.

Figura 52. Dames xineses

La definicio de la metrica de les dames xineses no €s molt  [Font: semanticescolar.org]

obvia d’entrada:

d(P,Q) = max (Ipy — q1l, Ip2 — q21) + (\/E - 1) min (Ip; — q41l, Ip2 — q21)

El cami més curt amb la métrica de les dames xineses correspon a avancar per la diagonal
fins arribar a la mateixa alcada del punt on volem acabar i després desplagar-nos horitzontal o
verticalment. Examinant-ho amb un cas particular com el de la figura 53, veiem que el

max (Ip1 —qil.lpz — q2D= 5 i
correspon al costat llarg de la

quadricula, mentre que el
min (Ipy —ql.lp2— q21) = 3 i
correspon al costat curt. Per tant,
la distancia entre P i Q en la
meétrica de les dames xineses seria
5+ (vV2-1)3 =2+ 3v2, que
equival a avancar 3 diagonals de
longitud +2 i dos unitats
horitzontals.

min (Ipy = g1l 1p2 = q2l)

i q 1 2 3 4 5 6 7
max (Ipy — q1l, Ip2 — q21)
i >

Figura 53. Metrica de les dames xineses [Font: propia]
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6.2.2 CAMINS POSSIBLES

De la mateixa manera que en la geometria Taxicab, el cami més curt entre dos punts amb la
metrica de les dames xineses no és Unic. Podem veure—ho a la figura 54 amb dos exemples
de camins de longitud minima (3 + 3v2) unitats dins d’'una graella 6 x 3 amb quadrats de
costat 1. S’han generat amb un applet dissenyat per buscar camins aleatoris com en apartats
anteriors.

GeneraCami GeneraCami

Final Final

Inici 1 Inici

Figura 54. Generador de camins aleatoris en la métrica de les dames xineses (applet 20)
[Font: propia]

Els camins de distancia minima sén els que combinen 3 moviments horitzontals i 3 diagonals,
6!

3!-3!

és a dir, les permutacions amb repeticié de 6 elements amb 3 i 3 repeticions:

En el cas general d’'una graella de m unitats horitzontals i n unitats verticals (amb m > n)
tindriem les permutacions amb repeticié de n elements (moviments verticals o diagonals) i m —
n (moviments horitzontals):

. o . m!
. m — — (m
Camins de distancia minima en una quadriculamxn: PR, _, = =T (n) .

En el cas en qué m < n, I'tinic que hem de fer és canviar m per n a la formula. Finalment, quan
m =n nomeés hi ha un cami minim possible, que és la diagonal.
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6.2.3 CIRCUMFERENCIA

Procedirem com en els apartats anteriors. En aquest cas, I'expressioé de la métrica complica la
construccié. Una circumferéncia de centre C(a,b) i radi r amb la métrica de les dames xineses

vindra donada per la segient expressio:

d(P,¢) =max (Ix—al,ly— b))+ (V2= 1)min (Jx —al,ly— b)) =7

Per simplificar, podem comencgar amb el centre a 'origen de coordenades i al final ja afegirem
la translacié. Haurem de considerar 8 regions segons els valors maxims o minims de |x| o |y|, i
en cada regié tindrem una expressié diferent per a la circumferéncia (veure figura 55).

M = max (Ix], lyl) Regi6 d(P.C)=r
m = min (|x], lyl) 3 | X+(\/§— 1)}/:7"
111 s II 1 y+(V2—-1)x=r
* m | y—-(2-Dx=r
v iR s I V| oxk (V2oL =y
2 Vv | x—-(2-1)y=r
I ; M=
iy m= Vi | —y-(V2-1x=r
7 -6 -5 i 13 L2 I 1 2 3 4 5 6 VI -y + (\/E — 1)x =r
v £ M= vil | x—-(V2-Dy=r
m= m=-y
v P VIII
x:i B NP Y Figura 55. Expressi6 de la
circumferéencia a diferents
VI H VII regions amb la meétrica de les
-5 dames xineses [Font: propia]

Una vegada entrades les expressions de
les rectes a GeoGebra, fetes Iles
interseccions i definit el poligon, es fa la
translacio del centre (x 2 x —x(C),y 2y —
y(C)) per aconseguir la construccié en el
cas general i poder moure el centre i el
radi. Afegim també la formula de la
distancia del centre a un punt mobil sobre
la circumferéncia per comprovar. Acabada
la construccio, veiem que la circumferéncia
amb la meétrica de les dames xineses €s un
octagon (figura 56).

Radi=6

DistanciaCC = 6

Centre

Figura 56. Circumferéncia amb la meétrica de les
dames xineses (applet 21) [Font: propia]
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6.3 ALTRES GENERALITZACIONS

Prenent com a exemple la geometria de les dames xineses, es poden definir altres geometries
triangulars. Per exemple, ens podriem moure per una graella triangular de 60°, el que podriem
anomenar geometria del triangle equilater. La férmula de la circumferéncia en aquest cas
seria la seguent:

DistanciaCP = 5 R_ad\=5
istancia | &—

d(P,C) =max (|x —al,|y — b]) +
(2—=+3)min (Ix —al,ly — bl)

A la figura 57 podem veure la circumferencia amb
la geometria del triangle equilater. Veiem que la
circumferéncia és un octagon també, pero de
forma més quadrada que I'anterior.

Perd aqui no s’acaben les generalitzacions,
existeixen d’altres que constitueixen tot un moén.
De fet, es pot definir per a cada valor de a una
distancia (anomenada alfa-distancia) de la
seguent forma:

Figura 57. Circumferéncia amb la geometria
del triangle equilater (applet 22) [Font:

propia]

d(P,Q) = max (Ip; — q11,Ip2 — q21) + (seca — tana) min (|p; — q411, |p2 — q21)

En el cas a = 0° tenim com a cas particular la métrica de Manhattan, en el cas a = 45° tenim la
meétrica de les dames xineses i en el cas a = 60°, la geometria del triangle equilater. Per als
altres valors de a tenim la métrica de Manhattan generalitzada a moviments per un enreixat
d’angle qualsevol. A la figura 58, observem que les circumferéncies corresponents sén
octagons, evolucionant des del quadrat Taxicab (que correspondria a a = 0°) i arrodonint-se a
mesura que augmenta 'angle fins a ser practicament un quadrat quan a = 89° (el cas a = 90°
no esta ben definit).

a=1° a=30° a =60° a=389°

i

Figura 58. Circumferéncies amb alfa-distancia (applet 23) [Font: propia]

49


Applets%20geogebra/22_Circumferència_Manhattan_Equilater.html
Applets%20geogebra/23_Circumferència_Alpha_Manhattan.html

La geometria Taxicab. Un mén on el cercles s6n quadrats.

7. CONCLUSIONS

Aquest treball sempre el recordaré associat al confinament. | és que una de les poques coses
bones que va tenir la COVID-19 va ser que vaig poder dedicar-hi molt de temps. Ha estat un
treball de moltes hores, tant per I'estudi i comprensié de molts conceptes avancats com per
I'aprenentatge del programari GeoGebra. El disseny de les 23 construccions dinamiques que
s’adjunten i moltes altres d’estatiques suposen moltes estones de confinament i de Il'estiu,
perd la sensacid que tens quan programes un applet i pots visualitzar tan clarament
conceptes teodrics €s molt gratificant.

Pel que fa als objectius que es plantejaven, per una banda, he pogut constatar com la
geometria, que s’inicia com una disciplina practica per mesurar, evoluciona fins al punt de ser
una disciplina completament abstracta. Aixd comporta I'aparicié de noves geometries com la
Taxicab. Aquesta geometria, des del punt de vista axiomatic es diferencia molt poc de
'habitual euclidiana, i en canvi és molt més adient per aplicar en situacions de geometria
urbana, per exemple.

D’altra banda, he necessitat molt d’esforg i ajuda per entendre certs aspectes teorics, com ara
la part de la comparacié axiomatica. Sense anar més lluny, el llibre basic d’en Krause sobre la
geometria Taxicab esta enfocat de manera molt original, ja que es planteja tot amb
problemes, alguns resolts i d’altres no, i per aixo I'estudi es fa molt més lent (a part d’estar en
anglés).

Ha costat també decidir qué estudiar i qué no, ja que hi ha poca bibliografia i cada article toca
temes diversos. Perd aixd fa també que el treball sigui original i que hagi apres molt. El fil
conductor d’aquesta recerca ha estat, basicament, comparar els objectes tipics de la
geometria euclidiana amb la Taxicab. Hem pogut veure que en aquesta nova geometria la
distancia més curta ja no és la linea recta i que, a més a més, no hi ha només un anic cami
més curt. Les circumferencies passen a ser quadrats, les el-lipses s6n hexagons o octagons,
poden haver triangles equilaters de costats iguals perd diferents entre ells, el nombre
valdria 4... és una nova geometria on la intuicié ens enganya constantment!

El programa GeoGebra mereix una mencié apart. Es tracta d’un programari lliure molt util i
potent que m’ha permeés fer moltes construccions, comprovar demostracions i buscar
exemples de manera molt grafica i elegant. El fet d’il-lustrar tots els conceptes amb GeoGebra
i fer-lo servir per resoldre o visualitzar alguns problemes, m’ha fet comprendre pel meu
compte molts aspectes que amb paper i llapis m’hagués estat potser impossible. Per exemple,
els casos “degenerats” es veuen molt bé amb GeoGebra. Només amb les equacions crec que
m’hagués estat molt dificil de trobar-los (tot i que per demostrar-los amb rigor s’hauria de fer
algebraicament).

Tanmateix, també he trobat algunes limitacions en el programa: les formules complicades
alenteixen molt el calcul (per exemple amb els diagrames de Voronoi), dona errors amb
funcions inverses (cas de la parabola vertical), no és facil acolorir regions obertes, és molt
farragos dissenyar bucles (GeoGebra permet inserir codi Java, pero encara és més complicat)
i alguns applets costen molt d'implementar.
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Com a aplicacio practica d’aquesta geometria, he trobat molt interessant I'estudi del punt de
Fermat i dels diagrames de Voronoi. Mostren clarament que dins d’'una ciutat amb els carrers
quadriculats (com Barcelona o Manhattan) la geometria Taxicab és la que s’ha de considerar,
ja que no ens movem en linea recta travessant edificis, sind seguint els carrers. Per exemple,
si hi hagués un incendi, el parc de bombers situat més a la vora en linea recta no tindria
perqué ser l'idoni si tenim en compte que s’ha de transitar pels carrers. O la situacié optima
d'un magatzem respecte a tres botigues podria no ser I'esperada amb la distancia euclidiana
habitual. Seria més realista i eficac si mesuréssim les distancies a la ciutat mitjancant la
meétrica de Manhattan.

Val a dir que a mesura que anava acabant el treball, quan em vaig haver d’enfrontar a les
generalitzacions (per exemple amb les alfa-distancies) les definicions matematiques i la seva
implementacié a GeoGebra es complicaven bastant. Perd d’altra banda, ho vaig trobar molt
interessant i donava peu a seguir fent recerca sobre els diferents elements geomeétrics amb
aguestes generalitzacions de la metrica de Manhattan.

Finalment, m’agradaria acabar ressaltant la quantitat de temes i personatges matematics
diferents que han sorgit al llarg d’aquest treball, demostrant que la geometria és una disciplina
omnipresent. Com deia Kepler “on hi ha matéria, hi ha geometria”, tot i que Hilbert potser no
pensaria el mateix!
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PASSOS DE LA CONSTRUCCIO
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Construccio 1: circumferencia amb la metrica de I’ascensor ' X
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. 1. o oo S
G]é ~ 42> 004N = Q=
: Nom Icona Descripcio Definicio Valor
1 Nombre r =2 r=10
2  PuntC o C=(4,2)
3 Corba implicita Corbalmplicita(abs(y(C)) + abs(x(C) - x) +  Corbalmplicita(abs(y(C)) + abs(x(C) - x) +  CircumferénciaAscensor: abs(2) + abs(4 - x) + abs(y)
CircumferenciaAscensor abs(y)-r) abs(y)-r) -10=0
4 Punt B C+(0,1) C+(0,1) B=(4,12)
5 Punt D C-(0,n) C-(0,n) D=(4, -8)
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Construccio 2: circumferéncia amb la metrica de correus Q G
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DB S SO SIP AN Q

! Nom Icona Descripcio Definicio Valor

1 Nombre r =2 r=9

2  PuntC o C=(3,4)

3 Fqnddde;Me30|ﬂésvanaMes CircumferénciaCorreus4(x, y) = sqri(x(C)* + CircumferénciaCorreus4(x, y) = sqri(x(C)* + CircumferénciaCorreus4(x, y) = sqri(3* +
CircumferénciaCorreus, y(C)?) + sqrt(x® + y2) - y(C)?) + sqrt(x® + y2) - 42) + sqrt(x® + y?) - 9

4  Corbaimplicita CircumferénciaCorreus Corbalmplicita(CircumferénciaCorreus) Corbalmplicita(CircumferénciaCorreus;) CircumferenciaCorreus: sqri(32 + 4%) +

sqri(x2+y?)-9=0
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50 Q=
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(R] o 7 L OO LN 2 Q

H Nom lcona |Descripcio Definicio Valor
1 PuntC o cC=(1,1)
2 Nombre r =2 r=25
3 Cercle CircumferénciaEuclidiana G Circumferéncia de centre Ciradir Circumferéncia(C, r) Circumferénciakbuclidiana:; (x - 12+ (y - 1) =6.25
4 Punt P o Punt en CircumferénciaEuclidiana Punt(CircumferénciaEuclidiana) P=(227,3.16)
5 Segment Radi o Segment [C, P] Segment(C, P) Radi=25
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TextFormula(EixMaijor, true, true)
" DistanciadeFaF'

TextFormula(DistanciaFocal, true, true)
2sqrt((EixMajor / 2)? - (DistanciaFocal /

o

2))

TextFormula(EixMenor, true, true)

a=2

—.—

<

) Ellipse de focus F 1 F' que passa per P

Definicio

El-lipse(F, F', P)

Segment(F, P)

Segment(P, F')

r+r2

TextFormula(EixMajor, true, true)
Distancia(F, F")

Jeo
I

Valor
F=(3 -1)
F'=(43)
P=(04)

El-lipseEuclidiana: 200.33x* - 224x y + 332 33y* + 23.67x - 552 67y =
3106 .66

=583

2=412

EixMajor = 9.95
"EixMajor\, =1,9.95"
DistanciaFocal = 8.06

TextFormula(DistanciaFocal, true, true) "DistanciafFocall, = \,8.06"

2sqrt((EixMajor / 2)* - (DistanciaFocal /

2))

TextFormula(EixMenor, true, true)

EixMenor = 5.84
"EixMenor\, =\ 5 84"
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

Construccio 10: el-lipse Taxicab Q ‘I
10_El"lipseTaxicab.g 10_El"lipseTaxicab. ht
gb mi

£ GeoGebra Classic

(3] &~ L D> @O 4L N =@ S Q

' «

B] & % & 3 6 Hijacl# | e
a=4 :
. 0 ® 5 @ 5
@ A=(2-) : s
. a=4
O B = (]-‘ l) * #3
® El- lipseTaxicab : Corbalmplicita(|x — x(A)|+ |v — y(A)| + [x — x(B)| + [y — v(B)| — 2 EJE 3
— abs(x + 2) + abs(y + 1) + abs(x - 1) + abs(y-1)-2*4 =0 4
+ Entrada... i *

-5 i

|

-

(=]
-
L]
w
g
o

-

El-lipseTaxicab
-2

-3

o (o (»

-4
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

.A/}ﬁn@@é_’iic—}r O\

§ Nom Icona Descripcio Definicio Valor
1 Nombre a = a=3
2  PuntA o A=(20)
3  PuntB o B=(20)
4 Cor_ba implq’cita Corbalmplicita(abs(x - x(A)) + abs(y - y(A)) + abs(x -  Corbalmplicita(abs(x - X(A)) + abs(y - y(A)) + abs(x -  El-lipseTaxicab: abs(x + 2) + abs(y) + abs(x -
El-lipseTaxicab x(B)) + abs(y - y(B)) - 2a) x(B)) + abs(y - y(B)) - 2a) 2)+abs(y)-2*3=0
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

& ¢

Construccio 11: hipérbola euclidiana 11_HipérbolaEuclidia 11_HipérbolaEuclidia
na.ggb na.html

[}

€2 GeoGebra Classic -

R]d L P> EO 4N =@ Q
N _

0
o
o)
o

B A& 3F
® HiperbolaEuclidiana : Hiparbola(F, F', P) -

— -12.31x% - 96x y + 15.69y? + 48x - 15.69y = -15¢

® rl = Segment(F,P)

— 583

e
~
-

HipérbolaEuclidiana

r2 = Segment(F', P)
O 3 x{ \ r2
— 2.24 /
. A
EixReal = rl —r2 :
— 3.59

DistanciaFocal = Distancia(F, F')

5 9 10
) L [/ DistanciaFocal\ 2 EixReal\? EixReal = 3.59
EixImaginari = 4/ —
\- 2 2 A
Eixlmaginari = 1.74
— 1.74
DistanciaF | 5 Q
: stanciaFocal =
@  textl = “EixReal = 3.59" : istahci -

O text2 = "Eixlmaginari = 1.74" :
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

o =~ Oy N e W N =

1
12

Nom
Punt F

Punt F'

Punt P

Hipérbola
HipérbolaEuclidiana

Segment r1

Segment r2

Nombre EixReal
Nombre DistanciaFocal

Nombre EixImaginari

Text text1
Text text2
Text text3

.A/";I:)@@é.'ifq—}r

lcona Descripcio Definicid

Eipérbola de focus F I F' que passa per Hiperbola(F. F', P)
Segment [F, P] Segment(F, P)

Segment [F', P] Segment(F', P)

r1-r2 r-r2

Distanciade Fa F' Distancia(F, F")

sgrt((DistanciaFocal / 2)* - (EixReal /'  sqrt((DistanciaFocal / 2)* - (EixReal /
2)%) 2)%)

TextFormula(EixReal, true, true) TextFormula(EixReal, true, true)
TextFormula(Eixlmaginari, true, true)  TextFérmula(Eiximaginari, true, true)

Valor

F=(2 -1)
F=(272
P=(14)

HipérbolaEuclidiana: -12.31x* - 96x y + 15.69y? + 48x - 15.69y =

-159.99

r1 =583
2=224

EixReal = 3.59
DistanciaFocal = 5

Eixlmaginari=1.74

"EixReal\, =13 59"
"Eixlmaginari\, =\,1.74"

TextFormula(DistanciaFocal, true, true) TextFormula(DistanciaFocal, true, true) "DistanciaFocalt, =1,5"
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

Construccio 12: hiperbola Taxicab ﬁ’ ‘-
12_HipérbolaTaxicab 12_HipérbolaTaxicab
.ggb html
€% GeoGebra Classic - >
. o e g —
k] 7LD OO LN 2@ SC Q=
B] At =N i [~ [(#)x | =e
Corba implicita
@ HiperbolaTaxicab : Corbalmplicita(||x — x(A)| + |y — y(A)] — [x — x(B)| — |y — y(B)|| — 2 a:j ¢
— abs(abs(x + 1) + abs(y + 1) - abs(x - 4) - abs(y-4))-2*3 =10
a=3
Nombre . 6
® a=3 :
0 @ 10 ® B
4 ®
Punt
QO A=(1-) ’ HipérbolaTaxicab 5
Q B=@419 :
+ Entrad
N 2 0 2 4 6 ]
A .0
L]
@
-2
Q

77



La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

(3] 7 L OO LN 2@ Q

§ Nom lcona | Descripcio Definicio Valor
1 PuntA ] A=(1,-1)
2  PuntB o B=(4,4)
3  Nombrea =2 a=3
4 C_orpa impl|'ci_ta Corbalmplicita(abs(abs(x - x{(A)) + abs(y - y(A)) - Corbalmplicita(abs(abs(x - x(A)) + abs(y - y(A)) - HipérbolaTaxicab: abs(abs(x + 1) + abs(y + 1) -
HipérbolaTaxicab abs(x - x(B)) - abs(y - y(B))) - 2a) abs(x - x(B)) - abs(y - y(B))) - 2a) abs(x-4)-abs(y-4))-2"3=0
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

Construccio 13: parabola euclidiana @ G
13_ParabolaEuclidian 13_ParabolaEuclidian
a.ggb a.html
€2 GeoGebra Classic - x
Bt boo 4N =+ Q =
Q F=(3 129 P S
. T
O B=(L13) :
O C= (06l 1.84) E 5
® r : Recta(B, C)

— Ll.lbx 4 1.61y = 3.67

ParabolaEuclidiana : Parabola(F,r)

@

4 P Parabolakuchdiana
— 2.6x% - 3.76x y + 1.36y? - 15.18x + 1.64y = -28.68

® P = Punt(ParabolaEuclidiana)

— (2.33, 3.8) ®©
. r
@ g = Segment(F,P) : 2
— 2.6
O h : Perpendicular(P.r) : 1 113
— -1.61x + 1.16y = 0.67 @
— .. : 1 0 10
O E = Intersecci6(h, r) Q,
— (0.81, 1.69) .
. -1 M
i = Seement(E P <
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

D

= O 00 =~ O g & W No=

BB SICH<IPANEIE
Nom lcona Descripcio Definicio
Punt F o
Punt B o
Punt C o
Rectar ~~ RectaB, C Recta(B, C)
Parabola ParabolaEuclidiana Parabola de focus F i directriur Parabola(F, r)
Punt P «"  Punten ParabolaEuclidiana Punt(ParabolaEuclidiana)
Segment g «*  Segment [F, P] Segment(F, P)
Rectah * Recta que passa per P | és perpendicularar  Perpendicular(P, r)
Punt E fk_l" Interseccid entre hiir Interseccia(h, r)
Segment | «*  Segment[E, P] Segment(E, P)

Jo
1]

Valor

F=(3,1.29)

B=(1,3)

C=(0.61, 1.84)

rr1.16x+1.61y=3.67

ParabolaEuclidiana: 2.6x* - 3.76x y + 1.36y* - 15.18x + 1.64y = -28.68
P=(233 38)

g=26

h: -1.61x + 1.16y = 0.67
E=(081, 169)

=26
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

., \ . ]
Construccio 14: parabola Taxicab |m|<1 Q c
14_ParabolaTaxicab 14_ParabolaTaxicab
_H.ggb _H.html

Q GeoGebra Classic

- X
(R]A 20O &N 2 Q =
B A 2 N o &
O F=(3) : 8
O A=(42) : ]
O B=(4-1) : .
@ iRen(AB) : :
— 3x+8 =4
@  ParsbolaTaxicab : Corbalmlicita(fx — x(F)| +y ~ y(F) ~ Iy - (0)1f 1 ParabolaTgmcab
— abs(x - 2) + abs(y - 3) - abs(y - (-0.38x + 0.5)) = 0 N ®
+
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

(3] &~ L D> OO &N =@ Q

i Nom Ilcona Descripcio Definicio Valor
1 PuntF o F=(223)
2  PuntA o A=(-42)
3  PuntB o B=(4,-1)
4 Rectar " RectaA, B Recta(A, B) r3x+8y=4
5 Corpa impl|'c_ita Corbalmplicita(abs(x - x(F)) + abs(y - y(F)) - Corbalmplicita(abs(x - x(F)) + abs(y - y(F)) - ParabolaTaxicab: abs(x - 2) + abs(y - 3) - abs(y -
ParabolaTaxicab abs(y - r(x))) abs(y - r(x))) (-0.38x+05))=0
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

Construccié 15: parabola Taxicab |[m|>1 Q ‘l
15_ParabolaTaxicab 15_ParabolaTaxicab
_V.ggb _V.html

£ GeoGebra Classic -

(k] A~ L > OO &N = Q

Il

B A %k A 2 &
O  F=(264 6.15) : 20
O A=(s12 : a
O B=(22) : 16
® r: Recta(A, B) : 14
— bx 4+ 3y =16
- 12
f(x) = Inversa(r) :
O x — 5.33 L
- 167
8
® ParabolaTaxicab : Corbalmplicita(|x — x(F)| + |y — y(F)| — |x — f(y}}) F
e
— abs(x - 2.64) + abs(y - 6.15) - abs(x - (y - 5.33) / -1.67) = 0
4 ~ -
ParabolaTaxicab
+ #
2
o}
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

DRSOl IPANEIR Sc Q

i Nom Icona Descripcio Definicio Valor
1 PuntF o F=(26)
2  PuntA o A=(-412)
3  PuntB o B=(2,2)
4 Rectar " RectaA B Recta(A, B) r5x+3y=16
5 Funcio f Inversalr) Inversal(r) fix)=(x-5.33)/-1.67
6 Corba implicita Corbalmplicita(abs(x - x(F)) + abs(y - y(F)) -  Corbalmplicita(abs(x - x(F)) + abs(y - y(F)) -  ParabolaTaxicab: abs(x - 2) + abs(y - 6) - abs(x - (y -
ParabolaTaxicab abs(x - f(y))) abs(x - f(y))) 533)/-1867)=0
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

Construccio 16: punt de Fermat en la geometria Taxicab Q G

16_PuntFermat.ggb 16_PuntFermat. html

Q GeoGebra Classic -

DIEPE = SO S IPANJE oSCQ

Il

I I
Bl A %k = | ! | [(JAINCaA # o 5 i e

I ] v
Recta : : : :
Nombre : : :
. | Ic 1
a = [x(A)— x(P) + y(A) —y(P)| § Y i}
. ! A l
I I

b = x(B) — x(P)| + |y(B) — y(P)| : / ! \\ : sumadistancies = 12
— K | 4 \ |
IA P |

¢ = MO —xP)+ WO~y Pl = R I R S R A M A B B
— 3 N T \
. [— ! |

sumadistancies = a+b+c

- 12
Punt

O A=(31)

© B=(4-1)

O c=@29
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

.A/}I:h@@éxifﬁ&r

o~ & W N o=

Nom
Punt A

Punt B
Punt C

Punt P

Nombre a

Nombre b

Nombre ¢

Nombre sumadistancies
Text text1

Recta rq

Rectar;

Triangle fri1
Segment by
Segment ay
Segment ¢4

Recta eq1l
Recta f
Recta eq2
Rectag

Icona

Descripcio

abs(x(A) - x(P)) + abs(y(A) - y(P))
abs(x(B) - x(P)) + abs(y(B) - y(P))
abs(x(C) - x(P)) + abs(y(C) - y(F))
a+b+c
TextFormula(sumadistancies, true, true)
y = y(A)

x=x(C)

Poligon A, C, B

Segment [A, C]

Segment [C, B]

Segment [B, A]

% =x(A)

y =v(C)

x=x(B)

y =y(B)

Definicio

abs(x(A) - x(P)) + abs(y(A) - v(P))
abs(x(B) - x(P)) + abs(y(B) - y(P))
abs(x(C) - x(P)) + abs(y(C) - y(P))
a+b+c
TextFormula(sumadistancies, true, frue)
y =y(A)

X =x(C)

Poligon(A, C, B)

Segment(A, C, tri1)

Segment(C, B, tri1)

Segment(B, A, tri1)

x = x(A)

y =v(C)

X = X(B)

y = y(B)

w O o

umadistancies = 12
sumadistancies\, =1,12"
ry=1

rnx=1

trit =145

b1 =5

a{=>5283

c1=728

eql x=-3

fiy=4

eq2 x=4

g y=-1
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Construccio 17: diagrama de Voronoi en la geometria Taxicab

La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

¥ ¢

17_VoronoiTaxicab.g 17_VoronoiTaxicab.h
gb tml

Q GeoGebra Classic

K] A~ X D00 LN =

E] A #% & =

Corba implicita
® eql : Corbalmplicita(|x — x(B)| + |y — y(B)| — |x — x(C)| — ly — y(C)])
— abs(x - 6) + abs(y - 3) - abs(x - 4) - abs(y - 6) =0
® eq2 : Corbalmplicita(|x — x(C)| + ly — y(C)| — |x — x(A)| — |y — y(A)])
— abs(x - 4) + abs(y - 6) - abs(x - 2) - abs(y - 5) =0
@ eq3 : Corbalmplicita(|x — x(A)[ + [y — y(A)| — [x — x(B)| — |y — ¥(B)|)

— abs(x - 2) + abs(y - 5) - abs(x - 6) - abs(y - 3) =0

U
Jo
'«

Punt
@ A=(25) :
@ s5-(3) :
@ c-@06) :
+ | Entrada..

=] AC %X I ¢
C
®
B
L ]
L.
@,
Q
—3
4 5 B 7 8 9 10 0l
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

(3] &~ L D> OO &N =@

L A S

Nom Ilcona Descripcio
Punt A o
Punt B o

Corba implicita
eqd

Punt C o
Corba implicita

eql

Corba implicita
eq2

Text text1 ABC

Corbalmplicita(abs(x - x(A)) + abs(y - y(A)) - abs(x - x(B)) - Corbalmplicita(abs(x - x(A)) + abs(y - y(A)) - abs(x - x(B)) -

abs(y - y(B)))

Corbalmplicita(abs(x - x(B)) + abs(y - y(B)) - abs(x - x(C)) - Corbalmplicita(abs(x - x(B)) + abs(y - y(B)) - abs(x - x(C)) -

abs(y - y(C)))

Corbalmplicita(abs(x - x(C)) + abs(y - y(C)) - abs(x - x(A)) - Corbalmplicita(abs(x - x(C)) + abs(y - y(C)) - abs(x - x(A)) -

abs(y - y(A))

Definicio

abs(y - y(B)))

abs(y - y(C)))

abs(y - y(A)))

Q

Valor
A=(25)
B=(6 3)
eq3: abs
abs(y-3
C=({4,6
eql:abs(x -6
abs(y-6) =
eq2: abs(x - 4) + abs(y - 6) - abs(x - 2) -
abs(y-5)=0

"Diagrama de Voronoi amb la métrica de
Manhattan”

X -2)+abs(y-5)-abs(x-86)-
0

X -6)+abs(y-3)-abs(x-4)-
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

Construccio 18: generador de camins aleatoris en 3D O @
18_Genera_Cami_3D 18_Genera_Cami_3D
.ggb .html
£} GeoGebra Classic - x
DB S oS IP AN 5o Q=
D AN C =@ D A 7% € & & =g Basc Text Color FEsiil  Posico X
Avancat = Seqiéncia de comandaments *

En clicar En actualitzar Javascript Global .

DefineixFinestraGrafica(-1) ‘
11=0OrdenaAleatoriament({(1,0,0),(1,0,0),(0,1,0), ‘
(0,1,0),(0,1,0),(0,0,1),(0,0,1),(0,0,1),(0,0,1)})

Inici = (0,0,0)

A = Element(I1,1)

B = A+ Element(I1,2)

C =B + Element(I1,3)

D = C + Element(l1,4)

E = D + Element(l1,5)

F = E + Element(I1,6)

G = F + Element(I1,7)

H = G + Element(I1,8)

Final = H +Element(I1,9)
I=LiniaPoligonal(Inici,A,B,C,D,E,F,G,H,Final)

j GeneraCami3D l

Segiliéncia de comandaments del GeoGebra

{
{
A
{
\

)
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

D FES ol IPANEIE

iy

= Do =W d& N

1"

12
13

14

Nom Ilcona Descripcio

Liista 11 OrdenaAleatonament({(1, U, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (U, 1,
0), (0,1, 0), (0,0, 1), (0, 0, 1), (0, 0, 1), (0, 0, 1)})

Punt A o

Punt B A+ Element(l1, 2)

Punt C B + Element(l1, 3)

PuntD C + Element(l1, 4)

Punt E D + Element(l1, 5)

Punt F E + Element(1, 6)

Punt G F + Element(l1, 7)

Punt H G + Element(I1, 8)

Nombre A1 =2

Boto =1

GeneraCami3D

Punt Inici

Punt Final H + Element(l1, 9)

Linia poligonal | ™,

Linia poligonal Inici, A, B, C, D, E, F, G, H, Final

Definicio

OrdenaAleatonament({(1, U, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (U, 1,

0), (0,1, 0),(0,0,1),(0,0,1),(0,0,1), (0,0, 1)}

A+ Element(l1, 2)
B + Element(l1, 3)
C + Element(l1, 4)
D + Element(l1, 5)
E + Element(1, 6)
F + Element(l1, 7)
G + Element(I1, 8)

H + Element(l1, 9)
LiniaPoligonal(lnici, A, B, C, D, E, F, G, H, Final)

Q=
Valor

1 =140, 0, 1), (0, 1,0, (U, 0, 1), (0, 1, V), (1, U,

0), (0,0,1),(1,0,0), (0,0, 1), (0, 1, 0)}

=
I

|
Y

0 0
—_

R -
e [

PR eoN 2

==

Mmoo om
N

—
[y
[#%]
[

H=(1 3. 3)
A1 no definit

GeneraCami3D

Inici = (0, 0, 0)
Final = (1, 4, 3)
=941

90




La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

Construccio 19: esfera Taxicab 3D O el
19_Esfera3D.ggb 19_Esfera3D.html

7 GeoGebra Classic — x
(] A P B e d @ LN e S Q=
B] A % & = e

O A=(4473)

s ; ¥
O 0 ® 10 G

O foon) = A+ (A= by ()
R L L

O gey) = x—x(A)[+y — y(A)| +2(A) —r
o k=4[ +]y -4 +3-3

® alxy) = Si(f(x.y) = z(A). f(x,y))
L SiB+3—|x—4—|y—4/>3.3+3—|x—4|—ly—4|) -2

® b(x.y) = Si(g(x.y) < z(A). g(x.y))
— Si(lx—4|+|y—4/+3-3<3|x—4]+]y—4[+3-3)

+ Entrada...

(o (e (>

-
a4
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

(3] 7 L OO LN 2@

]
2

3

Nom
Punt A
Nombre r

Funcid de dues o mes
variables f
Funcio de dues o més
variables g
Funcio de dues o mes
variables a
Funcio de dues o més
variables b

Icona Descripcio

f(x, y)=2z(A) + r - abs(x - x(A)) - abs(y -
y(A))

g(x, y) = abs(x - x(A)) + abs(y - y(A)) +
Z(A) -1

a(x, y) = Si(f(x, y) > z(A), f(x, y))

b(x, y) = Si(a(x, y) < z(A), g(x, y))

Definicio

f(x, y)=z(A) + r - abs(x - x(A)) - abs(y -
y(A))

g(x, y) = abs(x - x(A)) + abs(y - y(A)) +
Z(A)-r

a(x, y) = Si(f(x, y) > z(A), f(x, y))

b(x,y) = Si(a(x, y) < z(A), g(x, y))

0
I

Valor
A=1(4, 4 3)
r=3

fix,y)=3+3-abs(x-4)-abs(y-4)

a(x,y)=abs(x-4) +abs(y-4)+3-3

ax,y)=Si(3+3-abs(x-4)-abs(y-4)=3,3+3-abs(x-4)-
abs(y - 4))

b(x, y) = Si(abs(x-4) + abs(y-4)+ 3-3 < 3, abs(x - 4) + abs(y -

4)+3-3)
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

Construccio 20: generador de camins aleatoris amb la meétrica de les ‘Q’ c
. ]
dames xineses
20_Genera_Cami_Ch 20_Genera_Cami_Ch
inese_Checkers.ggb inese_Checkers.html
3 GeoGebra Classic - *x
DR SICH P EIE Q =
B A i Y, N 4+ 3¥ Ty
Recta
Llista

O 11 = OrdenaAleatoriament({(1,0), (1,0), (1,0),(1,1),(1,1),(1, ])}jE

— {(1,1), (1, 0), (1, 0), (1, 1), (1, 1), (1, O)} 3

- 12 = Seqiiencia(Translacié(f, (a, 0)).a, —10, 10)
— {x+y=10,x+y=9, x+y=8x+y=7,x+y=6 Final
— 13 = Seqiigncia(Translacié(g. (b, 0)), b, —10,15,1) :

— x+y=-10x+y=-9 x+y=-8x+y=-T,x+y=-6

Linia poligonal

® ¢ = LiniaPoligonal(Inici, A, B, C, D, E, Final) : ;
— 7.24 “
Punt
i
H -1 1 Inici 1 2 3 4 5 G T
@ A = Element(I1,1) : Q
- (1.1)
-1 {3
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

(3] 7 L OO LN 2@

iy

[de] o = &M

Ry
- =

- =
W M

14

15

16

Nom lcona Descripcio
OrdenaAleatoriament({(1,

Llista 11 0), (1,0),(1.0), (1, 1), (1,
1), (1, 1))

Punt A Element(l1, 1)

Punt B A+ Element(l1, 2)

Punt C B + Element(I1, 3)

Punt D C + Element(I1, 4)

Punt E D + Element(I1, 5)

Punt F E + Element(1, 6)

Nombre A1 =2

Boto (ol

GeneraCami

Punt Inici o

Punt Final E + Element(l1, 6)

Linia «= Linia poligonal Inici, A, B,

poligonall = C,D,E, Final

Recta f

) Sequéncia(Translacio(f,

Llista 12 (a 0)). a. -10, 10)

Recta g

Liista I3 Sequéencia(Translacio(g

(b, 0)), b, -10, 15, 1)

Definicio

OrdenaAleatoriament({(1,
0),(1,0), (1,00, (1, 1), (1,

1), (1, 1))
Element(l1, 1)
A+ Element(l1, 2)
B + Element(l1, 3)
C + Element(l1, 4)
D + Element(l1, 5)
E + Element(l1, &)

—_—= = =

E + Element(l1, 6)

LiniaPoligonal(Inici, A, B,

C, D, E, Final)

Sequéncia(Translacio(f,

(a, 0)),a, -10, 10)

Sequencia(Translacio(g,
(b, 0)), b, -10, 15, 1)

U
Jeo
I

Valor

M={(1,0) (1,0, (1. 1), (1,1),(1,0), (1, 1)}

BTRBDN D
[ - |
=22

(IS
—

—

Mmoo W

(3,
(6,
A1 no definit

GeneraCami

Inici = (0, 0)
Final = (6, 3)
1=7.24

fy=x

R={x+y=10, x+y=9 x+y=8 x+y=7 Xx+y=06, Xx+y=5 x+y=4 x+y=3 x+y=2 Xx+y=
1, X+y=0, x+y=-1 X+y=2 X+y=23 X+y=-4 X+y=2D5H X+y=H, X+y=-T X+y=-8 X+y
=9 x+y=-10}

gy=-X

B={x+y=10,x+y=-9 x+y=8 x+y=TF x+y=B, x+y=H x+y=4 x+y=-3 x+y=-2 x+y=
L X+y =0, X+y =1, X+ Yy =2 X+Yy= 3 X+y=4 X+y=D X+Y=6 X+y=7 X+y=8 X+y=9 x+y=
10, x+y=11 x+y=12 x+y=13, x+y=14 x+y =15}
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

Construccio 21: circumferencia amb la metrica de les dames xineses Q c.
21_Circumferéncia_c 21_Circumferéncia_c
hinese_checkers.ggb hinese_checkers.htm

O

C} GeoGebra Classic

DB ol SIPAN IR

eq3: Corbalmplicita(x — x(Centre) — (\KE - 1) (y — y(Centre)) — Radi)

— x- 041y = 851

eqd : Corbalmplicita(x — x(Centre) — (\/E - 1) (v — y(Centre)) + Radi)

— x- 041y = -1.49

eqb : Corbalmplicita(—(x — x(Centre)) — (V'E - 1) (y — y(Centre)) — Radi)
— x- 041y = -3.49

G = Interseccié(eqd. eq5)

— (1,6

eqb Corbalmplicita(—(y — y(Centre)) + (\:E - 1) (x — x(Centre)) + Radi)
— 0.41x-y=-851

H = Interseccié(eqb, eqd)

— (2.46, 9.54)

eq2 : Corbalmplicita(y — y(Centre) + (v"i - 1) (x — x(Centre)) — Radi)

— 0.41x + v =13.49

A"

Radi=5

DistanciaCC = 5

g 1l
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

. B SO NS PANJEIR Q=

i Nom lcona | Descripcio Definicio Valor

1 Punt Centre o Centre = (4, 2)

2 Nombre Radi =2 Radi=5

3 Corba implicita eq3 Corbalmplicita(x - x(Centre) - (sgrt(2) - 1) (y - y(Centre)) - Radi)  Corbalmplicita(x - x(Centre) - (sqrt(2) - 1) (y - y(Centre)) - Radi) eq3: x-041y=817
4 Corba implicita eq4 Corbalmplicita(x - x(Centre) - (sgrt(2) - 1) (v - y(Centre)) + Radi)  Corbalmplicita(x - x(Centre) - (sqrt(2) - 1) (y - y(Centre)) + Radi) eqd4: x-041y=-183
9 Corba implicita egb Corbalmplicita(-(x - x(Centre)) - (sqrt(2) - 1) (y - y(Centre)) - Radi) Corbalmplicita(-(x - x(Centre)) - (sqrt(2) - 1) (v - y(Centre)) - Radi) eq5: -x- 041y =017
6 Punt G 5-( Punt d'interseccio entre eq4 i eqd Interseccioleq4, eq5) G=(1,2)

7 Corba implicita eq6 ggéti))almpll’cita(-(y - y(Centre)) + (sqrt(2) - 1) (x - x(Centre)) + gg{rjti):?lmplicita(-(y - y(Centre)) + (sqrt(2) - 1) (x - x(Centre)) + eqB. 0.41x -y = 5.34
8 Punt H 3( Punt d'interseccio entre eqt | eqd Interseccio(eq6, eg4) H =(0.46, 5.54)

9 Corba implicita eq2 Corbalmplicita(y - y(Centre) + (sqrt(2) - 1) (x - x(Centre)) - Radi)  Corbalmplicita(y - y(Centre) + (sgrt(2) - 1) (x - x(Centre)) - Radi) eq2: 041x+y =866
10 PuntA 3-( Punt d'interseccio entre eq2 i eqb Interseccio(eq2, eqB) A=(4T)

11 Corba implicita eq7 Corbalmplicita(-(y - y(Centre)) + (sqrt(2) - 1) (x - x(Centre)) - Radi) Corbalmplicita(-(y - y(Centre)) + (sgrt(2) - 1) (x - x(Centre)) - Radi) eq7: 0.41x -y = 466
12 PuntD 5{ Punt d'interseccio entre eq7 1 eq3 Interseccio(eq’, eqld) D =(7.54, -154)

13 Corba implicita eq8 Corbalmplicita(y - y(Centre) + (sart(2) - 1) (x - x(Centre)) + Radi) = Corbalmplicital(y - y(Centre) + (sqrt(2) - 1) (x - x(Centre)) + Radi) 70 041X ¥ =

14 PuntF 3-( Punt d'interseccio entre eq8 i eqb Interseccio(eq8, eqs) F =1(0.46, -1.54)

15 PuntE 3-( Punt d'interseccio entre eq7 1 eq8 Interseccioleq?, eq8) E=(4,-3)

16  Corba implicita eq1 Corbalmplicita(x - x(Centre) + (sqrt(2) - 1) (y - y(Centre)) - Radi)  Corbalmplicita(x - x(Centre) + (sgrt(2) - 1) (y - y(Centre)) - Radi) eql: x+ 041y =983
17 PuntC 5-'( Punt d'interseccio entre eq3 1 eq1 Interseccio(eqd, eql) C=1(9,2)

18 PuntB 5-( Punt d'interseccio entre eq1 1 eq2 Interseccid(eq1, eq2) B =(7.54, 5.54)

19 Poligon polt ;'.'..‘n Poligon A, B, C,D,E,F G, H Poligon(A, B, C, D, E, F, G, H) poll =70.71

19 Segment a4 Segment [A, B] Segment(A, B, pol1) aq=3.83

19 Segment by Segment [B, C] Segment(B, C, pol1) by=383

19 Segment ¢4 Segment [C, D] Segment(C, D, pol1) cq1=3.83

19 Segmentd Segment [D, E] Segment(D, E, pol1) d=2383

19 Segmente Segment [E, F] Segment(E, F, pol1) e=2383

19  Segment f Segment [F. Gl Segment(F. G. pol1) f=383

20 PuntP <" Puntenpoll Punt(pol1) P=(2.03,6.18)

21 Nombre b Min(abs(x(P) - x(Centre)), abs(y(P) - y(Centre))) Min(abs(x(P) - x(Centre)), abs(y(P) - y(Centre))) b=197

22 Nombre a Max(abs(x(P) - x(Centre)), abs(y(P) - y(Centre))) Max(abs(x(P) - x(Centre)), abs(y(P) - y(Centre))) a=418

Nombre T B
23 DistanciaCC a+(sqri(2)-1)b a+(sqri(2)-1)b DistanciaCC =5
24  Text text1 TextFérmula(DistanciaCC, true. true) TextFormula(DistanciaCC_ true. true) "DistanciaCC\ =\ "
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

Construccio 22: circumferéncia amb la metrica del triangle equilater

¥

22_Circumferéncia_
Manhattan_Equilater.

¢

22_Circumferencia_
Manhattan_Equilater.

Q GeoGebra Classic

.A //&@@4\4 XN

w

@

— 4.08
g = Segment(G, H, poll)
— 4.08
h = Segment(H. A, poll)
— 4.08

P = Punt(poll)

— (10.47, 7.98)

b = Min([x(P) — x(Centre)] [y(P)  y(Centre))
— 1.08

a = Max(|x(P) — x(Centre)|, [y(P) — y(Centre)|)
— 447

DistanciaCP — a + (2 - v"i) b

— 5

textl = TextFérmula(DistanciaETcentreP, true, true)

DistanciaCP = 5

Radi =5
1 1 1 I 1 @ 1 1 1 1 I

Q

ra
La

o

o (2 (>
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

R]A 7> 004 N =

i Nom Icona Descripcio Definicio Valor

1 Punt Centre o Centre = (6, 6) -

2 Nombre Radi =2 Radi=5

3 Corba implicita eq3 Corbalmplicita(x - x(Centre) - (2 - sqrt(3)) (v - y(Centre)) - Radi)  Corbalmplicita(x - x(Centre) - (2 - sgrt(3)) (y - y(Centre)) - Radi) eq3: x-0.27y =939

4 Corba implicita eq4 Corbalmplicita(x - x(Centre) - (2 - sqrt(3)) (v - y(Centre)) + Radi) Corbalmplicita(x - x(Centre) - (2 - sqrt(3)) (y - y(Centre)) + Radi) eqgd: x-027y=-061

5 Corba implicita eqh Corbalmplicita(-(x - x(Centre)) - (2 - sgrt(3)) (v - y(Centre)) - Radi) Corbalmplicita(-(x - x(Centre)) - (2 - sgrt(3)) (y - y(Centre)) - Radi) eqg5: -x- 027y =-2 61

6 Punt G 5-( Punt d'interseccio entre eq4 | eqd Interseccio(eq4, eqd) G=(1,6)

7 Corba implicita 6q6 gg;ti)}almpll’cita(-(y -y(Centre)) + (2 - sqrt(3)) (x - x(Centre)) + gggtiaflmplicita(-(y - y(Centre)) + (2 - sqrt(3)) (x - x(Centre)) + eq6: 0.27x -y = 9.39

8 Punt H X Punt d'interseccio entre eqt | eqd Interseccio(eqb, eqd) H=(2.06, 9.94)
Corba implicita eq2 Corbalmplicita(y - y(Centre) + (2 - sgrt(3)) (x - x(Centre)) - Radi) Corbalmplicita(y - y(Centre) + (2 - sqrt(3)) (x - x(Centre)) - Radi) [13326:10.2?)( Y=

10 PuntA 3{ Punt d'interseccio entre eq2 | eqb Interseccio(eq2, eqB) A=(6 11)

11 Corba implicita eq7 gg;ﬁ’f"mp"‘j‘a(‘(y -y(Centre)) + (2 - sqri(3)) (x - x(Centre)) - Corbalmplicita(-(y - y(Centre)) + (2 - sqrt(3)) (x - x(Centre)) - Radi) eq7- 0 27 - y = 0 61

12 PuntD 3-( Punt d'interseccio entre eq7 i eq3 Interseccid(eq?, eq3) D =(9.94, 2.086)

13 Corba implicita eq8 Corbalmplicita(y - y(Centre) + (2 - sqri(3)) (x - x(Centre)) + Radi) Corbalmplicita(y - y(Centre) + (2 - sqrt(3)) (x - x(Centre)) + Radi) eq8:0.27x +y =261

14 PuntF 5-'( Punt d'interseccio entre eq8 1 eqd Interseccio(eq8, eqd) F =(2.06, 2.06)

15 PuntE 3-'( Punt d'interseccio entre eq7 1 eq8 Interseccio(eq?, eq8) E=(61)

16 Corba implicita eq1 Corbalmplicita(x - x(Centre) + (2 - sqri(3)) (y - y(Centre)) - Radi)  Corbalmplicita(x - x(Centre) + (2 - sqrt(3)) (y - y(Centre)) - Radi) ‘19315 1" +0.27y =

17 PuntC 3-;’ Punt d'interseccio entre eq3 | eq1 Interseccio(eq3, eq1) C=(11,86)

18 PuntB 3\" Punt d'interseccio entre eq1 1 eq2 Interseccid(eqi, eq2) B =(994, 994)

19  Poligon polt ,",‘.-‘- Poligon A, B, C, D, E.F G, H Poligon(A, B, C, D, E, F, G, H) pol1 =78.87

19 Segment a, Segment [A, B] Segment(A, B, pol1) a;=408

19 Segment by Segment [B, C] Segment(B, C, pol1) by=408

19 Segmentcy Segment [C, D] Segment(C, D, pol1) c1 =408

19 Segmentd Segment [D, E] Segment(D, E poll) d=408 -

Q =
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

19 Segmente Segment [E, F] Segment(E, F, pol1) e=408

19 Segment f Segment [F, G] Segment(F, G, pol1) f=408

19 Segmentg Segment [G, H] Segment(G, H, pol1) g=408

19 Segmenth Segment [H, A] Segment(H, A, pol1) h=408

20 PuntP Punt en pol Punt(pol1) P=(1047,7.98)

21 Nombreb Min(abs(x(P) - x(Centre)), abs(y(P) - y(Centre))) Min(abs(x(P) - x(Centre)), abs(y(P) - y(Centre))) b=198

22 Nombre a Max(abs(x(P) - x(Centre)), abs(y(P) - y(Centra))) Max(abs(x(P) - x(Centre)), abs(y(P) - y(Centre))) a=447

Nombre a _
23 DistanciaCP a+(2-sqri(3)b a+(2-sqrt(3) b DistanciaCP =5
24  Text text1 TextFormula(DistanciaCP,_true. true) TextFormula(DistanciaCP._true. true) "DistanciaCP\, =\ ="
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

Construccio 23: circumferencia amb la metrica alfa-distancia @ e
23_Circumferéncia_A 23_Circumferéncia_A
Ipha_Manhattan.ggb Ipha_Manhattan. html

€2 GeoGebra Classic

R]A 7 PO O &N =@ S Q =

a = 30° : 14 eIl @
0 P 89 ® DistanciaCP = 6 Radi=6

Radi = 6 :

0 ® 0 ®

Centre = (6, 6)
O eq4 : Corbalmplicita(x — x(Centre) — (sec{a) — tan(a)) (y — y(Centre)) ir
— x-0.58y =-3.46

O eqb : Corbalmplicita(—(x — x(Centre)) — (sec(a) — tan(a)) (v — y(Cent(e:j}
— -x-058y = -3.46

G = Interseccid(eq4, eq5)
O
~ (0.6)

O eq6 : Corbalmplicita(—(y — y(Centre)) + (sec(a) — tan(a)) (x — x(Cent;eEj.}

— 0.58x-y—-8.54 *

H = Interseccid(eq6, eq4) Q
o

— (22, 0.8) a
O eq2 : Corbalmplicitay — y(Centre) + (sec(a) — tan(a)) (x — x(Centre)) : P 1 i
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

DEPE S S HOHIPINN

1
2
3
4

e =~ [

10
"

12
13
14

15
16

17

18
19

Nom

a=2

Angle a =

Nombre Radi =t

Punt Centre o

Corba implicita eq4
Corba implicita eqgb
Punt G
Corba implicita eqb
Punt H
Corba implicita eq2

Punt A

X

Corba implicita eq7
Corba implicita eq3
Punt D

Corba implicita eq8

Punt F
Punt E

Corba implicita eq1

PuntC
Punt B

XX XX X

lcona Descripcio

Corbalmplicita(x - x(Centre) - (sec(a) - tan(a)) (y - y(Centre)) +
Radi)

Corbalmplicita(-(x - x(Centre)) - (sec(a) - tan(a)) (y - y(Centre)) -
Radi)

Punt d'interseccio entre eqg4 1 eqd

Corbalmplicita(-(y - y(Centre)) + (sec(a) - tan(a)) (x - x(Centre)) +
Radi)

Punt d'interseccio entre egb 1 eqd

Corbalmplicita(y - y(Centre) + (sec(a) - tan(a)) (x - x(Centre)) -
Radi)

Punt d'interseccio entre eg2 i eqb

Corbalmplicita(-(y - y(Centre)) + (sec(a) - tan(a)) (x - x(Centre)) -
Radi)

Corbalmplicita(x - x(Centre) - (sec(a) - tan(a)) (y - y(Centre)) -
Radi)

Punt d'interseccio entre eq7 1 eq3

Corbalmplicita(y - y(Centre) + (sec{a) - tan(a)) (x - x(Centre)) +
Radi)

Punt d'interseccio entre eg8 i eqd
Punt d'interseccio entre eq7 i eq8

Corbalmplicita(x - x(Centre) + (sec(a) - tan(a)) (y - y(Centre)) -
Radi)

Punt d'interseccio entre eg3 | eq1l
Punt d'interseccio entre eq1 i eq2

Definicio

Corbalmplicita(x - x(Centre) - (sec(a) - tan(a)) (y - y(Centre)) +
Radi)

Corbalmplicita(-(x - x(Centre)) - (sec(a) - tan(a)) (y - y(Centre)) -
Radi)

Interseccid(eqd, eqd)

Corbalmplicita(-(y - y(Centre)) + (sec(a) - tan(a)) (x - x(Centre)) +
Radi)

Interseccio(eqB, eqd)

Corbalmplicita(y - y(Centre) + (sec(a) - tan(a)) (x - x(Centre)) -
Radi)

Interseccid(eq2, eqtb)

Corbalmplicita(-(y - y(Centre)) + (sec(a) - tan(a)) (x - x(Centre)) -
Radi)

Corbalmplicita(x - x(Centre) - (sec(a) - tan(a)) (y - y(Centre)) -
Radi)

Interseccid(eq?, eq3)

Corbalmplicita(y - y(Centre) + (sec(a) - tan{a)) (x - x(Centre)) +
Radi)

Interseccio(eq8, eqd)
Interseccid(eq7, eq8)

Corbalmplicita(x - x(Centre) + (sec(a) - tan(a)) (y - y(Centre)) -
Radi)

Interseccio(eq3, eql)
Interseccio(eql, eq2)

Q
Valor

a = 30° -
Radi =6

Centre = (6, 6)

eqd: x- 058y =

-3.46

eqd: -x- 058y =

-3.46

G=(0,6)

eqb: 0.58x -y =
-8 54

H=(2.2 9.8)

eq2: 0.58x +y =
15.46

A=(6,12)
eqr/:0.58x-y=346
eqd: x- 058y =854
D=(9.8,22)
eqd: 0.58x +y =346
F=(2222)

E =(6,0)

eql: x + 058y =
1546

C=(12,8)
B=1(98, 9.8
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La geometria Taxicab. Un mon on el cercles son quadrats.

20 Poligon pol1 Poligon A,B, C, D, E, F, G, H Poligon(A, B, C, D, E, F G, H) pol1 =9129
20 Segment ay Segment [A, B] Segment(A, B, pol1) a; =439
20 Segment by Segment [B, C] Segment(B, C, pol1) by=439
20 Segment ¢4 Segment [C, D] Segment(C, D, pol1) cy=4.39
20 Segmentd Segment [D, E] Segment(D, E, pol1) d=439
20 Segmente Segment [E, F] Segment(E, F, pol1) e=439
20 Segmentf Segment [F, G] Segment(F, G, pol1) f=439
20 Segmentg Segment [G, H] Segment(G, H, pol1) g=4239
20 Segmenth Segment [H, A] Segment(H, A, pol1) h=439
21 PuntP Punt en pol1 Punt(pal1) P=(109,7.91)
22 Nombreb Min{abs(x(P) - x(Centre)), abs(y(P) - y(Centre))) Min(abs(x(P) - x(Centre)), abs(y(P) - y(Centre))) b=191
23 Nombre a Max(abs(x(P) - x(Centre)), abs(y(P) - y(Centre))) Max(abs(x(P) - x(Centre)), abs(y(P) - y(Centre))) a=49
Nombre T B
24 DistanciaCP a + (sec(a) - tan(a)) b a + (sec(a) - tan(a)) b DistanciaCP =6
25  Text textl TextFormula(DistanciaCP. true. true) TextFormula(DistanciaCP. true. true) "DistanciaCP\. ='"" ~
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