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1. INTRODUCCIO

Al llarg de la nostra vida hem de saber elegir entre la gran diversitat d’opcions
que se’ns plantegen. El tema del treball de recerca és una de les nostres grans
primeres eleccions, ja que hem de tenir en compte que a part d’intentar assolir una
bona puntuacié per facilitar el nostre futur i poder cursar la carrera que ens agrada,
també hem d’intentar elegir un tema que ens provoqui un cert interés, per aixi

aprendre i gaudir-lo mentre s’estigui duent a terme.

Des d’un primer moment sabia que el meu treball havia d’estar relacionat amb
I’ambit matematic ja que a part de ser la meva materia preferida, també la trobo molt

interesant i se’'m plantegen molts dubtes que fins ara no hi he trobat resposta:

a) Quin va ser l'inici de la matematica i com es va originar?

b) Com s’ha produit I'evolucié de la matematica al llarg del temps?

c¢) Com alguns matematics sabien que els procediments que
s’utilitzaven eren poc precisos i els que ells formulaven no?

d) Com es van resoldre problemes en les antigues civilitzacions
sense el recolzament de simbols i notacions actuals?

e) Quines van ser les dificultats, que es van trobar en |'antiguitat
per passar de raonaments verbals a regles per poder utilitzar simbols?

f) Per qué, per exemple en el Renaixement, va haver persones que
van ser capacos de donar solucions a problemes que encara no s’havien fet
en segles anteriors quan les capacitats intel-lectuals es consideren més o
menys semblants?

g) L'algebra, és un estri indispensable en la ciéncia i tecnologia
moderna?

h) Lestructura de les matematiques actuals és la definitiva o

encara pot evolucionar i canviar?

Amb 'eleccié del tema del treball de recerca me’n podria resoldre algunes de

les qliestions anteriors.
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En l'actualitat moltes situacions se’ns presenten des d’un primer moment
solucionades, solament hem d’aplicar una férmula o un procediment per arribar a resoldre
un problema. Perd darrere d’aquestes facilitats que avui en dia disposem s’han presentat
moltes dificultats al llarg de molts segles per poder arribar a elles. Havia de tenir en compte
gue no podia investigar I'evolucié de les matematiques des dels seus inicis fins al segle XXI
ja que es tracta d’un ambit molt ampli i necessitaria molt temps per fer-ho aixi que tenia
gue centrar més el tema. A partir d’'uns dies de reflexié i una xerrada amb la meva
professora de matematiques vaig trobar l'algebra com una de les branques de les
matematiques on observava una evolucié costosa i llarga durant molts segles, aixi que em
vaig encaminar cap aquella part. Decidit, el tema del meu treball de recerca seria I’evolucio
de I'algebra en les equacions polinomiques, com ha sorgit I'algebra simbolica a partir de

I’algebra retorica en les equacions polinomiques?

L'objectiu d’aquest treball és com s’ha desenvolupat 'algebra des dels seus
inicis, una algebra retorica, fins a I'actualitat, una algebra simbolica, per aixi poder
ressaltar les diferencies i I’evolucié que s’ha produit, aixi com també donar a conéixer
els matematics que van produir aquesta evolucid i I'explicacié que donaven en

cadascuna de les seves aportacions.

Aqguest treball es troba distribuit en quatre parts, una de teorica i tres de

practiques.

La primera té a veure amb I'observacié de diferents periodes de la historia pel
qgue fa a I'ambit de I'algebra i aixi mateix, els matematics i civilitzacions pertinents que

hi van fer aportacions i quines van ser aquestes.

La segona part fa un breu retrat de com s’ha desenvolupat I'algebra des de les
antigues civilitzacions egipcies i babiloniques fins als nostres dies analitzant els
diferents i diversos legats testimonials com per exemple els papirs d’antigues
civilitzacions on s’observa la resolucid que es feia en ells i en aquell periode i també,

com es resoldria en I'actualitat, aixi es pot recalcar la comparacio.

En la tercera part s’observa I'evolucié de les equacions polinomiques d’una

variable a partir de les aportacions del matematics estudiats en la primera part del
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treball des del segle IV aC fins al segle XX . També finalment he volgut introduir un
ultim apartat on es pogués observar una breu descripcié de quins matematics van fer

evolucionar els sistemes d’equacions lineals i no lineals.

Al planificar aquest treball, un treball amb qliestions poc conegudes o
desconegudes, m’han sorgit una série de dificultats que a continuacié es recull: a
I’haver quantitat considerable de fonts d’informacié i documents, m’ha suposat un
esfor¢ considerable interpretar dades, les idees i informacions més significatives;
classificar els coneixements de manera molt més clara i rigorosa utilitzant un
llenguatge adequat, corregir els errors de base en les diferents expressions

algebraiques, entre altres.

Per ultim vull destacar I'aprenentatge assumit en relacid a la normativa i
requisits per redactar una memoria ben estructurada amb un adequat i correcte

disseny de presentacio.
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2. PERIODES HISTORICS DE L’ALGEBRA

2.1 Epoca Prehel-lénica

L'época prehel-lenica fou el periode anterior a la civilitzacié grega classica. El
trobarem en el temps des del 4000 aC fins el 1000 aC. Van destacar dues civilitzacions
on es va desenvolupar la majoria d’avencos matematics relacionats amb I'algebra: la

civilitzacid egipcia i la mesopotamica.

2.1.1 Civilitzacio egipcia

La civilitzacid egipcia va néixer al riu Nil a la meitat del 4000 aC. Es va considerar
el primer lloc on sorgi I'algebra. La quantitat d’informacié matematica s’obtingué de
les pedres tallades trobades a les tombes, en temples i en els calendaris, pero fou molt
limitada. Afortunadament es disposaren d’altres fonts d’informacié; hi ha un cert
nombre de papirs egipcis que han sobreviscut al llarg del temps on es va trobar un
seguit de regles algebraiques. Es pogui destacar el papir més antic, el de Moscou, que
conté la manera de determinar el volum d’una esfera. Perd com a font principal fou
I'anomenat Rhind Papyrus que va ser el més extens dels que contenen informacié
matematica. Fou un rotllo de papir d’uns 30 cm d’altura i uns 6 cm de llarg que va ser
exposat en el British Museum de Londres. En general, en aquests papirs es van poder
observar procediments de mesures i calcul. Aixi, a partir d’aquesta informacio, es va
demostrar I'existéncia d’activitat matematica en periodes de temps superiors a I'any

4000 aC.

ll-lustracié 1: Fragment del Papyrus Rhind (1650 aC)
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2111 Papyrus antics

a) Papyrus Rhind

Aquest papir estava format per quaranta fulles (cinc metres de longitud) a les
quals es van trobar vuitanta-cinc problemes redactats en escriptura hieratica® per
I’escriba Ahmes (1660 - 1620 aC). Va ser creat durant el segon periode intermedi i el
baix regnat d’Apofis (1585 — 1542 aC) i, aproximadament tres segles després, durant

I'imperi d’Amenemes Il (1844 - 1797 aC), Ahmes va fer una copia.

L'any 1855 dC a Tebas, I'actual Luxor, es va desenterrar el Papyrus Rhind, el
papir egipci més important en aspectes matematics. Tres anys més tard (1858), Henry
Rhind, el va comprar juntament amb altres papirs. El 1865, després de la mort d’Henry
Rhind, va passar a mans del Museu Britanic de Londres i alguns fragments al Museu

Brooklyn de Nova York.

Dels 85 problemes en consten 5 parts: l'aritmética, I'estereometria , la
geometria, el calcul de piramides i altres problemes practics amb la finalitat de cercar
coneixements Utils en la vida quotidiana com ara I'econdmica, la construccio,

organitzacié de camps.

Es va poder observar en els problemes 24, 39 i 63 la manera com es resolien les

equacions en aquells temps.

! Escriptura hieratica : Va ser una nova forma d'escriptura que permetia als escribes de I'Antic
Egipte escriure rapid, simplificant els jeroglifics. Era molt dificil d'escriure hieraticament, ja que
s'havia d'entendre i interpretar-la, ja que eren jeroglifics "desfigurats". Era una escriptura
d’administracid i d'Us religids.


https://ca.wikipedia.org/wiki/Antic_Egipte
https://ca.wikipedia.org/wiki/Antic_Egipte
https://ca.wikipedia.org/wiki/Jerogl%C3%ADfics

L’evolucio de I'algebra en les equacions polindomiques

= Resolucié del problema 24

» Una quantitat més una setena part de la mateixa quantitat es converteix en
19. Quina és la quantitat?

1. Resolucié en el Papyrus Rhind (s. XVII aC)

En el Papyrus Rhind el problema 24 es va resoldre recorrent al procediment de
la ‘falsa posicié’ i el métode utilitzat per multiplicar es basava en la duplicacid i particié

(divisio entre 2) aixi com I'emprament de les fraccions unitaries.

ll-lustracié 2: Problema 24 en el Papyrus Rhind

S’utilitzava com a falsa posicié el 7 (era el nombre que permetia realitzar les
. , . ., 7
operacions d’una forma més senzilla): Aixi 7 + - = 8. Per tant es tractava d’una falsa

posiciod. Llavors I'escriba procedia de la seglient forma:

Tantes vegades com 8 havia de ser multiplicat per a que donés 19 era tantes

vegades com 7 devia ser multiplicat per a qué donés la quantitat correcta.

El resultat seria:

8- 2+ % +% = 19, es tenia que multiplicar 7 per 2 + % +% per obtenir el

correcte valor de la quantitat demanada; la resposta correcta era:

1 1 .
16+§+§ jaque:

1 1 1 1 1 1 1 1
2+Z+§ -7 = 2+Z+§ - 44241 = 2+Z+§ -4 4 2+Z+§ -2+
1 1 1 1 1 1 1 1 1
+ 2+Z+§ -1—9+E+4+E+Z+2+Z+§—x x—16+§+§
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. 1.1 .
Es comprovava el seu resultat mostrant que si a 16 + 2 +§se li sumava un

< .y, . 1 1, . ..
seté d’ell mateix, és a dir, 2 + 1 + 578 obtenia definitivament 19.

2. Resolucid del problema 24 en I'actualitat:

X+ 1 =19
7
7x+x_£
7 7
7x+x=19-7
8x = 133

=133 _ = 1,1
x==-=16.625=16+-+_

= Resolucio del problema 39

» Entre 10 homes es reparteixen 100 pans: 50 pels 6 primers i 50 pels altres 4.
Quina n’és la diferéncia?

1. Resolucié en el Papyrus Rhind (s. XVII aC)

ll-lustracié 3: Problema 39 en el Papyrus Rhind

Es comencgava per la segona part de I’enunciat on es volia repartir 50 pans entre
4 homes. Es multiplicava per 4 diversos valors per tal d’aconseguir el nombre 50

sumant els resultats.



L’evolucio de I'algebra en les equacions polindomiques

Valors Resultat
1 4-1=4
10 4-10=40
2 4-2=8
I

Com 40+8+2=50 s’utilitzava els seus precedents, és a dir, els nombres que han

1 1
estat multiplicats per 4 per obtenir 40,8 i 2. Llavors es sumava 10+2+ S =12 +

Seguidament es feia el mateix procediment amb la primera part de I'enunciat
on es volia repartir 50 pans entre 6 homes. Es multiplicava per 6 diversos valors per tal

d’aconseguir el nombre 50 sumant els resultats.

Valors Resultat
1 1-6=6
2 2:6=12
4 4-6=24
8 8-6=48
% ~6=2

Com 48+2= 50 s’utilitzava els seus precedents, és a dir, els nombres que han

1
estat multiplicats per 6 per obtenir 48 i 2. Llavors es sumava 8 + e
Finalment es restaven els dos resultats:
1
12 -8+ >

2. Resolucié del problema 39 en I'actualitat:

50 50 _ 50-3-50-2 __ @ _ _
x—:—?— 12 —12—4.1666...—4—+

O\ =
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= Resolucié del problema 63

2
> Repartir 700 fogasses de pa entre quatre homes en parts proporcionals de 3

. 1 1 .1
per al primer, 5 per al segon, 3 per al tercer i 2 per al quart.

1. Resolucié en el Papyrus Rhind (s. XVII aC)

ll-lustracié 4: Problema 63 en el Papyrus Rhind

1. Primerament es sumaven les fraccions donades:
2 1 1 1 1. 1 7
-+-4+-4+-=14+-4+-=-
3 2 3 4 2 4 4

2. Es dividia 1 entre aquesta suma i seguidament es donava el resultat d’una

manera més senzilla utilitzant fraccions irreductibles:

BN =

3. Es multiplicava aquest nombre per 700:
Z.700 + — - 700 = 400
2 14
4. S'aplicava a cada fraccid:
= 2 de 400 = 266+
3 3
= = de400 =200
= 1 de400=133++
3 3

. % de 400 = 100
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2. Resolucio del problema 63 en I'actualitat:

0

700
2731t

P,= 400-% =200
P,=400 -3 =133+
P 400 -%= 100

2 2
P4—400-§—266+§

b) Papyrus de Berlin

El papir de Berlin fou un conjunt de papirs de documents egipcis de I'Imperi
Mitja, datats entre 2160 i 1700 aC, que van ser trobats a principis del segle XIX a la
necropoli de Memfis, Saqqara i que estaven dedicats a I'ambit matematic i medic. S’hi
podien trobar problemes relacionats amb fraccions, equacions lineals, sistemes

d’equacions amb dues incognites i, dins d’aquestes ultimes, una de segon grau.

Lo
—{ MaiZT%
N %
?s-\?m :

i

ll-lustracié 5: Papyrus de Berlin

A continuacié s’estudiara amb detall la resolucié del problema que conté un

sistema d’equacions amb dues incognites, una d’elles de segon grau.
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= Resolucié del problema del Papyrus de Berlin

» L’area d’un quadrat de 100 colzes quadrats és igual a la suma de dos quadrats

. . ., 11
meés petits. El costat d’un d’ells és 2 + " de l'altre. Troba els costats dels

quadrats.

1. Resolucié en el Papyrus de Berlin (1500 aC):

ll-lustracié 6: Problema en el Papyrus de Berlin

Es suposava que un dels quadrats tenia un costat d’1 colze. Conseqlientment,

11 . . . .
I'altre seria 2 + " de colze. Les arees serien: 1 colze al quadrat pel primer i pel segon el

1,1
resultat d’elevar al quadrat 2 + 2

1 l+l

2 4
1 1 1
2 4=
2 4 8

1 1
z -4+ =
4 8 16

1y 1

. \ T . 1 1
S’aplicava el metode de la multiplicacio i seria: = + = +
4 8 8 16 2 16

+- +- -+

N |-
L

=

D=
=

N | =
N | =

. 11 1
jaque 2+4 2+

\ . 1 1
La suma de les dues arees seria: 1 + > + e de colze.

11
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L'arrel quadrada d’aquesta suma fou: 1+§. Com I'arrel quadrada de 100 era 10,

s’havia de buscar un nombre N que multiplicat per 1 + % donés 10.

Valors N Resultat
1 1
1 +th
2 2
2+ 5
4 5
8 10

El nombre que es buscava era 8. Llavors x = 8, és a dir, un quadrat tindria un

. 1.1
costat de 8 colzes. Per calcular I'altre quadrat es multiplicava per 2 + "

1 8
1 4
2
1 2
4

Llavors I'altre quadrat tindria un costat de 4+2= 6 colzes.

2. Resolucié del problema en I'actualitat

x4+ y2=100

1,1
y=G+x

-

s X2 Ex] =100

.9
x +Ex =100

¥ =464 =+8

x = 8(valor del colze positiu)

R: Un costat val 8 colzesi I"altre & colzes.

12
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c) Papyrus de Moscou

L'any 1833 Golenishchev (1856-1947), va comprar un papir que inicialment

duia el seu nom perd que, anys més tard, a partir del 1912 en que el va adquirir el

Museu de Belles Arts de Moscou, s"anomenaria papir de Moscou.

ll-lustracié 7: Papyrus de Moscou

El papir de Moscou, de cinc metres de llarg, contenia vint-i-cinc problemes
redactats en escriptura hieratica i importants dins I'ambit matematic, encara que no se
sabia qui el va elaborar i, per tant, tampoc la finalitat per la qual es va fer.

Alguns dels problemes que van mostrar la resolucié d’aquelles equacions i per

tant de 'algebra d’aquella época van ser el problema 19 25.

2.1.2 Civilitzaciéo mesopotamica

La civilitzacié de mesopotamia o també anomenada babildonica fou la zona de
I'Orient Proxim situada entre els rius Tigris i Eufrates. En Mesopotamia, I'algebra va
aconseguir un nivell considerablement més alt que l'egipci ja que els babilonis van
solucionar tant equacions lineals com equacions quadratiques sense dificultat alguna i
algunes equacions cubiques. El sistema de numeracié utilitzat era el posicional i

utilitzaven un sistema sexagesimal escrivint els nombres en cuneiforme”.

Escriptura cuneiforme: Es un tipus d'escriptura logografica i elsgrafemes utilitzats eren
principalment ideogrames, amb alguns pictogrames o signes esquematics derivats d'aquests.
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Els documents matematics que es van conservar de |'época eren tauletes
d’argila tova on era impres el text en una vareta i a continuacié eren cuinades en el
forn per endurir-les. Aquests documents han estat menys vulnerables al pas del temps
que els papirs egipcis, per aquest motiu actualment es disposa d’una major informacio
de la matematica mesopotamica que de l'egipcia. La majoria de les tauletes amb
contingut matematic foren exposades a les universitats de Colombia, Pennsilvania i
Yale, les quals van ser subministrades per uns jaciments arqueologics de I'antiga ciutat

de Nipur.

ll-lustracié 8: Tauleta amb contingut matematic de I’era mesopotamica en escriptura cuneiforme
En conclusié podriem afirmar que aquests dos grans focus van ser originaris de
I'algebra i d’altres avengos matematics que coneixem avui en dia i que han anat

evolucionant al llarg del pas del temps.

2.2 Epoca Hel-lénica

Després de la perdua d’impuls de I'activitat matematica egipcia i mesopotamica
van sorgir noves civilitzacions al llarg de la costa Mediterrania que proporcionaven les
seves aportacions i descobriments tant en temes culturals, matematics com en altres
ambits. Aquest canvi es va anomenar I'epoca hel-lénica i es va establir entre els anys
800 aCi 800 dC . A principis d’aquest periode una civilitzacié mediterrania va destacar

excessivament, especialment en I'ambit matematic, els hel-lenics.

La civilitzacid grega va crear la matematica hel-lénica o també anomenada
matematica grega que es va desenvolupar en quatre etapes que s’adjunten a

continuacio. Pero no hi ha constancia d’activitat matematica fins al s. VI aC tot i que la
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matematica hel-lenica va introduir el vigor matematic en les demostracions, és a dir, es

va passar d’'un raonament inductiu® a un raonament deductiu®.

PERIODES DE L’EPOCA HEL-LENICA

EPOCA HEL-LENICA

800 aC-800 dC

v v

EPOCA JONICA EPOCA HEROICA EPOCA HELENISTA EPOCA ALEXANDRINA
(800 -500 aC) (500 - 400 aC) (400 - 325 aC) (325 aC- 800 dC)

2.2.1 Epoca Jonica (800 - 500 aC)

L’epoca jonica fou el primer periode de I'época hel-lenica. Durant aquesta
epoca van destacar dos grans matematics els quals van fer importants aportacions a
les matematiques i a I'algebra i destacarem a continuacid: Tales de Milet i Pitagores de

Samos.

Tales de Milet (635 - 545 aC) va ser el primer matematic en demostrar les
seves afirmacions. Va destacar principalment en I'ambit matematic tot i que també ho
va fer en el filosofic, en el fisic i en el legislatiu. Les seves aportacions estaven
relaciones amb la geometria deductiva de tal manera que va crear cinc teoremes

geometrics que encara s’utilitzen en 'actualitat.

Pitagores de Samos (580 - 507 aC) va ser un filosof i matematic grec, considerat
el primer matematic pur. Va contribuir de manera significativa en l'aveng de la
matematica hel-lénica, la geometria i l'aritmética derivada especialment de les
relacions numeriques. Alguna de les seves aportacions va ser la creacid de la taula de

multiplicar, la creacié del seu propi teorema, el descobriment dels nombres irracionals

> Raonament inductiu: Repetides observacions usades per establir reptes generals

* Raonament deductiu: Repetides observacions usades per establir un repte menys ampli o
concret.
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i la introduccié de la demostracié com un recurs matematic. També cal destacar el
perfeccionament que van fer a I'algebra i va resoldre equacions mitjangcant metodes
geometrics (algebra geométrica). La tradici6 matematica de I'escola pitagorica va ser
com utilitzar la Teoria de la Proporci6 com el metode basic per a les seves

demostracions i exposicions matematiques.

Un altre fet destacable del seu pas va ser la construccid de figures cosmiques,
associava els quatre elements primaris: foc, terra, aire i aigua, amb els quatre
poliedres: tetraedre, cub, octaedre i icosaedre, respectivament, mentre que el
dodecaedre I'utilitzava com a simbol general de l'univers i feia una representacié de

I'univers harmonic.

ll-lustracio 9: Figures cosmiques

2.2.2 Epoca Heroica (500 - 400 aC)

En aquest periode, Atenes va atreure a pensadors de tot el mén grec fascinats
per la recerca del coneixement. L'estudi no va respondre a la necessitat de resoldre
problemes practics, sind a la de desenvolupar una activitat intel-lectual en si mateixa.

Aquesta passio a la saviesa els va conduir a I'estudi de gliestions teoriques.

Un dels pensador que va destacar va ser el filosof presocratic i matematic grec
Democrit d'Abdera (460 - 360 aC). La seva aportacid va ser ‘el métode infinitesimal’ o
‘el métode de descompondre un problema en infinits passos’. El calcul infinitesimal va
sorgit degut a qué l'algebra era insuficient per resoldre certs problemes en I'ambit
cientific i de I’enginyeria. Aquest calcul es va construir a partir de l'algebra, la

trigonometria i la geometria analitica i va incloure dos camps principals, el calcul
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diferencial i el calcul integral, que estaven relacionats pel teorema fonamental del

) éﬁé

Il-lustracié 10: Calcul infinitesimal

calcul.

2.2.3 Epoca Hel-lenista (400 - 325aC)

En aquesta época tan breu hi van destacar dos personatges que van deixar una

impremta en les matematiques i que encara se’ls coneix avui en dia: Platé i Aristotil.

Platé (428 - 347 aC) un filosof que aplicava I'estudi previ de les matematiques
per poder estudiar la filosofia. Algunes de les seves aportacions van tenir a veure amb
la logica i amb el descobriment d’algunes arees matematiques. El seu descobriment
més important va ser un tractat on es relacionava la triangulacié i els cossos cosmics.
També va fer canvis en I'algebra per tal de millorar-la i modernitzar-la, aquest fet es va
produir en la seva fomentacid de I'educacié geometrica a les escoles ja que en aquesta

epoca l'algebra era geomeétrica.

Aristotil (384 -322 aC) fou el primer i el més gran sistematitzador de la logica en
tota la historia intel-lectual europea. Va destacar en I'ambit logic, matematic, filosofic i
biologic. Aquesta logica la va aplicar a les matematiques i va donar lloc a la logica
matematica que fou la disciplina que tractava de metodes de raonament. En un nivell
elemental, la logica proporcionava regles i técniques per determinar si és o no valgut
un argument donat. El raonament logic s'emprava en matematiques per demostrar

teoremes.
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2.2.4 Epoca Alexandrina (325 aC — 800 dC)

L'época alexandrina fou I'UGltim periode de I'época hel-lénica, tot i que va ser el
periode de temps més llarg ja que va tenir una durada d'uns 13 segles
aproximadament. En aquest temps hi van haver molts matematics tot i que la majoria
feien unes aportacions minimes. A continuacié destacarem els dos matematics que

més van destacar: Euclides i Diofant d’Alexandria.

Euclides (330 -275 aC) fou un matematic grec, conegut avui en dia com "el pare
de la geometria". Un dels factors que va condicionar que es fes conegut fou la creacié
del seu llibre ‘Els Elements’. Aquet llibre es va fer amb I'objectiu de reunir tota la
informacié matematica possible i posar-la junta de manera coherent i ordenada per a
que es pogués utilitzar com a una referencia. Aquest llibre es va dividir en tretze llibres
la majoria dels quals parlen de geometria tant plana (relacionada amb els punts,
segments, tipus de linies, angles, poligons i cercles) com d’espacial (poliedres i cossos
redons). Els llibres Il, V, VI, X tractaven sobre I'algebra i els VII, VIII, IX tractaven sobre

I’aritmeética.

El llibre Il era quasi completament algebraic pero, a diferencia de l'algebra
actual, que és simbolica, I'algebra de ‘Els Elements’ era una algebra geometrica. En el
contingut del llibre Il de ‘Els Elements’ s’estudiaren les transformacions d’arees i

algebra geometrica grega de I'Escola Pitagorica.

ll-lustracié 11: Fragment de ‘Els Elements’ d’Euclides
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Les onze primeres proposicions d’aquest llibre es van considerar propietats
algebraiques, si en comptes de segments fossin quantitats. Aquestes proposicions del

llibre Il van ser:

Proposicié 1: Si hi ha dues rectes i una d’elles es tallada per un nombre
qualsevol de segments, el rectangle comprés per les dues rectes és igual als rectangles

compresos per la recta no tallada i cada un dels segments.
» ab+c+d =ab+ac+ad

Avui en dia és coneguda com la propietat distributiva de la multiplicacié

respecte la suma.

ll-lustracioé 12: Proposicio 1 del llibre Il de ‘Els Elements’ d’Euclides (Dibuix fet amb Geo-gebra)

Sent AE=a; AB=b ; BC=c; CD=d

Proposicio 2: Si es talla a I'atzar una linia recta, el rectangle comprés per la

recta sencera i cada un dels segments, és igual al quadrat de la recta sencera.

> a+ba+ a+bb=(at+bh)?

Es tracta sobre la identitat notable de (a + b)?. Utilitzant I'algebra simbolica

inicial i segons la proposicio 4:

> a+ba+ a+bb=a*+ab+ab+b?=a?+2ab+b?*=(a+b)?

19



L’evolucio de I'algebra en les equacions polindomiques

A D E
® @ ®

B = F
L @ @

ll-lustracié 13: Proposicio 2 del llibre Il de ‘Els Elements’ d’Euclides (Dibuix fet amb Geo-gebra)

Sent AB=a + b ; AD=a; DE=b

Proposicié 3: Si es talla a I'atzar una linia recta, el rectangle comprés per la
recta sencera i cada un dels segments, és igual al rectangle comprés pels segments i el

guadrat del primer segment.

> a+ba=a*+ab

Propietat distributiva de la multiplicacié respecte la suma.

A D F
® ® 9
B € E
¢ @ @

ll-lustracié 14: Proposicié 3 del llibre Il de ‘Els Elements’ d’Euclides (Dibuix fet amb Geo-gebra)

Sent AB=a ; AD=b ; DF=a

Proposicid 4: Si es talla a I'atzar una linia recta, el quadrat de la recta sencera és

igual als quadrats dels segments i dos vegades el rectangle comprés pels segments.

> (a+b)>=a?+b%+2ab

Es torna a repetir la identitat notable.
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ll-lustracié 15: Proposicio 4 del llibre Il de ‘Els Elements’ d’Euclides (Dibuix fet amb Geo-gebra)

Sent AD=AB=a + b; FD=a; HB=b

Proposicié 5: Si es talla una linia recta en segments iguals i desiguals, el
rectangle comprés pels segments desiguals de la recta sencera junt amb el quadrat de

la recta que esta entre els punts de seccid, és igual al quadrat de la mitat.

> a+b - a—-b +b*=a*6 a+b - a—b =a®—b?

Equival a passar de l'expressio retorica a la identitat algebraica suma per

diferéncia igual a diferencia de quadrats.

F

H |E
®¢ :

ll-lustracié 16: Proposicié 5 del llibre Il de ‘Els Elements’ d’Euclides (Dibuix fet amb Geo-gebra)

Sent GC=Gl=a ; AG=HI=b
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Proposicid 6: Si es divideix en dues parts iguals una linia recta i s’afegeix, en la
linia recta una altra recta; el rectangle comprés per la recta sencera amb la recta
afegida i la recta afegida amb el quadrat de la meitat és igual al quadrat de la recta

composta per la meitat i la recta afegida.

> 2a+bb+a*=(a+b)?

Es va resoldre el problema mitjangant la proposicié 4 i la propietat distributiva

de la multiplicacié respecte la suma.

J A E D
L
K G H [
B F C
® ® L

ll-lustracioé 17: Proposicio 6 del llibre Il de ‘Els Elements’ d’Euclides (Dibuix fet amb Geo-gebra)

Sent JA=AE=GB=a ; ED=DI=b

Proposicid 7: Si es talla a I'atzar una linia recta, el quadrat de la recta sencera i
el d’'un dels segments presos conjuntament sén iguals a dos vegades el rectangle

comprés per la recta sencera i el segment conegut més el quadrat del segment restant.

> (a+b)>+a?=2a+b a+b?

Utilitzant I’algebra inicial i la proposicid 4 (identitat notable):

2a+b a+b?=2a?+2ab+b?=a’+a?+ 2ab+b?=a’?+ (a+ b)?
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ll-lustracié 18: Proposicio 7 del llibre Il de ‘Els Elements’ d’Euclides (Dibuix fet amb Geo-gebra)

Sent AB=AG=a; GK=BC=b

Proposicié 8: Si es talla a I'atzar una linia recta, quatre vegades el rectangle

comprés per la recta sencera i un dels segments junt amb el quadrat del segment que

qgueda és igual al quadrat construit a partir de la recta sencera i del segment ja

conegut, presos com una sola recta.

» 4a+b a+b*= a+b +a?

Mitjangant I’algebra simbolica inicial i segons la proposicio 4:
a+b +ta?=(a+b)*+a*+2a+b a=a*+2ab+b*+a*+2a*+

+2ab =4a*+4ab+b*=4 a+b a+ b?

A I B
- — ——
K E G
F H
D J c
o @ @

ll-lustracioé 19: Proposicio 8 del llibre Il de ‘Els Elements’ d’Euclides (Dibuix fet amb Geo-gebra)

Sent EK=AK=FJ=IB=a ; EG=b
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Proposicié 9: Si es talla una linia recta en parts iguals i desiguals, els quadrats

dels segments desiguals de la recta sencera sén el doble del quadrat de la meitat més

el quadrat de la recta situada entre els punts de seccid.

Ens va ensenyar a resoldre un problema mitjangant el teorema de Pitagores i bé

la proposicio 4 o bé mitjancant I'algebra simbolica inicial i la proposicié 4:

1. Mitjancant el teorema de Pitagores i la proposicié 4 ho van resoldre:

(a+ b)? + (a—b)? = 2(a® + b?)

(a+Db)? + (a—b)% = a% + 2ab + b% + a% — 2ab + b? = 2a% + 2b% = 2(a® + b?)

I K

ll-lustracié 20: Proposicié 9.1 del llibre Il de ‘Els Elements’ d’Euclides (Dibuix fet amb Geo-gebra)

Sent BC=DC=q; JI=IE=b; LMBIJ= 2a?; DKEJ=2b?

2. Geometricament segons el contingut de la proposicié:

2
2 +t =7 b

Utilitzant I’algebra simbolica inicial i la proposicio 4:

2 2 2
atb ath _ — o latb)y | (amb) _ o 2a74207
2 + b =2—F+—— =2 —— =2~

2a2+2b? 2(a%+b%)

= a® + b?
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ll-lustracié 21: Proposicié 9.2 del llibre 1l de ‘Els Elements’ d’Euclides (Dibuix fet amb Geo-gebra)

Sent BF=FL=a; FE=b —> 2CGFB+ 2HIEF=ADEB+KMLE

Proposicié 10: Si una linia recta es divideix en dues parts iguals i se li afegeix a
la linia recta, una altra recta; el quadrat de la recta sencera amb la recta afegida i el
guadrat de I'afegida, presos conjuntament, sén el doble del quadrat de la meitat i el
guadrat constituit a partir de la recta composta per la meitat i la recta afegida, preses

com una sola recta.
> (2a+ b)? +b?> =2 a?+ (a+ b)?
Mitjangant I’algebra simbolica inicial i la proposicié 4.

2a’+ (a+b)? =2a®+a®+2ab+b* =4a®+ 4ab + 2b* = 4a® + 4ab + b* + b* =

= (2a + b)* + b®

ll-lustracié 22: Proposicié 10 del llibre 1l de ‘Els Elements’ d’Euclides (Dibuix fet amb Geo-gebra)

Sent FE=EK=a; KD=LK=b — NMDF+ LIDK= 2ABEF+ 2IHDE
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Proposicié 11: Dividir una recta de tal forma que el rectangle comprés per la

recta sencera i un dels segments sigui igual al quadrat del segment que queda.

La seva solucié va ser aillada a través del teorema de Pitagores.

<] =
®*o————o

D F E
® L
'I/

A = B
[ @

ll-lustracioé 23: Proposicié 11 del llibre 1l de ‘Els Elements’ d’Euclides (Dibuix fet amb Geo-gebra)

Sent AB=DA=a ; GD=DF=x—> GHFD= FEBC

Diofant d’Alexandria (200 - 284), un matematic grec que fou considerat el ‘pare
de I'algebra’. Se’l va denominar d’aquesta forma perquée se li va atribuir la introduccio
del calcul algebraic en les matematiques i la seva obra va influir notablement en els
matematics europeus del s. XVII i va servir de base a tres importants corrents de la
matematica superior: la geometria analitica, I'algebra moderna i la teoria dels
nombres. També es va tenir en compte la seva superior habilitat en el calcul, va
aconseguir donar una col-leccié de problemes resolts sense recérrer a la presentacié
geometrica emprada per Euclides. Va crear la seva propia algebra, anomenada
‘Algebra sincopada’. Aquesta va ser la segona fase de la historia de I'algebra, fou
caracteritzada per abreviacions en les incognites. Diofant només s’interessava en

solucions racionals i exactes.

El seu llibre més important fou ‘Aritmética’ que no fou propiament un text
d’algebra sind una col-leccié d’uns 189 problemes referents a aplicacions de I'algebra.
Tot i que constava de tretze Ilibres només se n’han conservat sis. En aquesta obra va
realitzar els seus estudis d'equacions amb variables que tenen un valor racional

- (equacions diofantiques) detallades en el capitol 3.2.3 -, encara que no fou una obra
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de caracter teoric sind una col-leccié de problemes. També va contribuir en I'ambit de

la notacié ja que va introduir novetats en els simbols .

La diferencia principal entre l'algebra sincopada de Diofant i la notacié
algebraica moderna era que la primera utilitzava una certa simbologia pero, que no

contia totes les caracteristiques de I'algebra simbolica; per exemple:

L’expressié algebraica: x3 — 2x% + 10x — 1 = 5, Diofant ’hauria escrit de la

forma seguient: KY ac tTWAY BM aio Me.

A continuacio hi trobem la taula on relaciona els simbols utilitzats per Diofant i

el seu significat:

Simbol Representacio

KY representa la tercera energia

A Representa 1

C Representa una quantitat desconeguda

T Representa 10

2 Representa la substraccid de tot el que segueixi fins o
AV Representa la segona energia

[3 Representa 2

M Representa la energia zero, un terme constant
lo Representa ‘igual’

E Representa 5

S’observa que els coeficients es troben després de les variables i que la suma es
representa per la juxtaposicid de termes. Una traduccid literal del simbol-para-simbol

de I’equacio sincopada de Diofant en una equacié simbolica moderna seria la seglient:

x31 x10 — x2 2x°1 = x5
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Si s’expressa amb paréntesi i el signe més de la suma, llavors I'equacié anterior

es podria escriure com:
x31+4+x10 — x?2+x%°1 =x°5

En l'apartat 3.2.3 es detalla com Diofant va utilitzar condicions geomeétriques i

un llenguatge aritmetic per resoldre problemes d’equacions lineals i quadratiques.

2.2.5 Final de I’'Epoca Hel-lénica

La matematica grega no va mantenir un nivell matematic gaire alt ja que
després d’aquest meravellds periode (época alexandrina) es va produir una epoca de
III

decadencia que no es va recuperar fins a ‘I’edat de plata’ anomenada també I'edat

alexandrina tardana que va tenir lloc entre els anys 250 i 350 dC.

2.3 Edat Potamica

L'edat potamica es va desenvolupar en tres ambits diferents: a Arabia, a Xina i
a I'india. Tot i que aquestes civilitzacions van ser creades abans de les civilitzacions
greges i romanes la informacié que si va trobar era poc fiable. Per aixd podem dir que
van ser conegudes a I'edat potamica als segles del IX- XI on hi trobem personatges i

avengos coneguts i la informacié ja era fiable.
2.3.1 Civilitzacio xina
El primer ambit que va destacar va ser la Xina. El document que s’ha trobat més
antic s’anomena ‘Chou Pei Suan Ching’. Va ser escrit entre els anys 1200 aC- 300 aC

per diversos autors. En aquest llibre s’hi observaven demostracions del teorema de

Pitagores.
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ll-lustracié 24: Fragment de ‘Chou Pei Suan Ching’

També es va trobar una altra obra posterior ‘Chui Chang Suan’ (‘els Nou llibres o
Capitols vers I’Art matematic’)(220 - 200 aC) on hi havia 246 problemes resolts que

tractaven sobre diversos aspectes matematics, alguns d’ells algebraics.

ll-lustracié 25: Fragment de ‘Chui Chang Suan’

El sistema de numeracié era posicional i de base 10. Les jerarquies de les
operacions eren les habituals tot i que cal destacar que en la divisié de fraccions
s’operaven per tal d’aconseguir un mateix denominador. Determinaven |’existéncia de

nombres negatius tot i que segons ells mai van poder ser la solucié d’una equacié.

Una altra aportacié important en I'algebra fou la regla de resolucié de sistemes
d’equacions lineals. Aquest metode fou molt similar al que avui en dia es coneix com el
metode de Gauss. Chou Shih- Chieh va desenvolupar el "métode de I'element celeste"
on permetia trobar arrels no només senceres, sind també racionals, i fins i tot
aproximacions decimals per a equacions de quart grau o superiors. El métode de

I'element celeste va ser equivalent al que a Occident anomenem "metode de
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Horner".’En I'apartat 3.2.4 es detalla com va estudiar aquest matematic xinés el valor

de la incognita per resoldre una equacid de segon grau.

Un altre gran descobriment va ser la suma de progressions desenvolupat per
Chon Huo (s. XI) i Yang Hui (s.XIll). Aquests elements estaven col-locats en una forma
d’arbre anomenat "mirall preciés" de manera similar al que avui coneixem com

triangle de Tartaglia o Pascal.

X h =
o= e & O

&
i
4]
2
| £
LA |

ll-lustracioé 26: Mirall precios

Després de tot aquest seguit d’aportacions, la Xina al s. XIV va sofrir un periode

d’estancament.

2.3.2 Civilitzacio arab

En el s. VIl I'algebra en la civilitzacié arab va introduir grans avengos com la
introduccid i la millora dels simbols del sistema numeéric hindu i la notacid posicional.
També la utilitzacié dels irracionals de la mateixa manera que ho feien els hindus. Per
acabar van rebutjar els nombres negatius tot i que sabien sobre la seva existencia i en

van saber I'Us a traves de les seves regles d’operacid.

Uns dels matematics més importants de I'algebra musulmana i sobre tot de
I'algebra mundial va ser Mohammed ibn-Musa Al-Khwariuzmi (780-850) , que es pot

dir va ser el pare de I'algebra i el matematic més important de la seva época.

> Métode Horner: el métode Horner és un alogaritme que proposa una manera d’avaluar els polinomis
descrits com una suma de monomis. Anys més tard, es va convertir en el metode Ruffini, el matematic
que el va crear va viure 500 anys més tard i, aquest métode consisteix en avaluar de manera eficient
polinomis de forma monomial.
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En la seva obra ‘Al-jabr w’al muqdbala’ o ‘L’art per resoldre equacions’, va
intentar resoldre equacions de primer, segon i de grau major aixi com problemes
algebraics i també va explicar les tradicions algebraiques babiloniques, gregues i indies
i les influencies que van afectar a I'algebra. El llenguatge que va utilitzar va ser molt
senzill i tothom ho podia entendre. En el llibre ‘Algorithmi de numero indorum’, Al-
Khwariuzmi tenia una unica finalitat, introduir el sistema de numeracié posicional de

I'India. En I'apartat 3.2.5 es detalla els estudis d’aquest matematic arab.

A, o
AN

T e a1

s Al .

Il-lustracié 27: Fragments d’ ‘Hisab Al-jabr w’al-mugabala’

Després d’aquest periode es va produir una petita decadéncia.

2.3.3 Civilitzacio hindu

Es va desenvolupar diversos avengos algebraics, trigonométrics, de calcul,
d’astronomia i d’escriptura. La primera aportacié que van fer estava relacionada amb
les multiplicacions, pero es tenia molt poca informacid ja que el paper que utilitzaven
per escriure els seus coneixements era d’una material poc durable o ho feien amb

petites pissarres o amb taules de farina.

L’obra matematica en I'india ha mostrat una manca de motivacid i justificacié ja
que al realitzar els seus escrits mai es van preocupar pel rigor matematic, ni tan sols

donaven el perqueé s’arribava a un resultat determinat.
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La forma algebraica hindl s’anomenava Bijaganitam que significava altra
matematica. Un dels primers personatges va ser Arybhata (476 - 550 ) qui va escriure
I'obra ‘Arybhatiya’ on va fer una aproximacio al nombre pi, parlava sobre la notacié
posicional pero no atribuia cap simbol al 0, tractava equacions indeterminades i pel
que fa referent a l'algebra, donava resultats elegants en la suma de séries

matematiques de quadrats i cubs.

ll-lustracié 28: Fragment de I’ ‘Aryabhatiya’
Sridhara (s. X) va ser un matematic hindu i va escriure dos llibres d’aritmetica.
Va descobrir la férmula per resoldre I'equacié de segon grau, és a dir, per extreure les

arrels de I'equacio.

Un altre matematic i astronom hindu va ser el conegut Bhaskara Il (1114 -
1185) qui va escriure diversos llibres pero calia destacar el ‘Bijaganita’ on es parlava
d’algebra. Va demostrar el teorema de Pitagores des de diferents perspectives i va
donar solucions a equacions indeterminades lineals de segon, tercer i quart grau. Una

altra aportacio que va fer és que si es divideix u entre zero la solucié sera infinit.

ll-lustracié 29: Fragment del ‘Bijaganita’
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2.4 Segles XII-XIII

En aquests segles cal destacar a un matematic de gran rellevancia: Leonardo de

Pisa.

Leonardo de Pisa ( 1170 - 1250) també va ser conegut com Leonardo Fibonacci.
La seva principal aportacié a les matematiques va ser la successié de Fibonacci, aixi
com també van ser la creacié d’un sistema de numeracio o la peculiar manera d’operar

diverses xifres per obtenir-ne el resultat.

En un dels seus llibres, ‘Flor de solucions de certes qliestions relatives als
numeros i a la geometria’, s’observen resolts tres problemes que li foren proposats per

Teodoro, un matematic de la cort de Federic Il.
Dos dels problemes que li van ser proposats a continuacio es detallen:

» Trobar un numero del qual el seu quadrat, al sumar-li o restar-li cinc,

doni altres quadrats.
Fibonacci ho va resoldre a partir de la seva identitat.
La identitat de Fibonacci era:
m?2+n? +4mn m?—n? = (m?—n?+ 2mn)?

Si m i n fossin dos nombres enters tal que 4mn(m? —n?) = 5 la solucié seria
entera, pero no era aixi, no existeixen aquests nombres. A continuacid es demostren

les solucions racionals.

Es dividia ambdds membres de la igualtat per p?:

2 2
2o pamnmind) P n? 2mn
p b

p

Si 4mn(m? — n?) = 5p? necessariament p? era multiple de 4 per simplificar-

hoip = 2q ja que hi ha un 2 al numerador. Es resoldria d’aquesta manera:

4mn m?*—-n? =5-4¢>*—> mn m?—-n? =5q¢*
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Un dels factors del primer membre havia de ser un multiple de 5 per poder-ho
simplificar. Per exemple m = 5, llavors es resoldria i quedarian 25 —n? = g?ja que
els dos 5 van ser simplificats. El primer valor que compleix aquesta equacié eran = 4:

4(25 —16) = 36. Conseqientment, g = 6ip = 12. El nombre buscat era:

2 2
m n 25 16 41 5
——==4—_=—"—=34 =
D D 12 12 12 12

» Trobar un numero x on es compleixi x*-2%+10x=20.

Fibonacci va demostrar que les arrels de I'equacié no es podien representar
amb regle i compas. Va trobar una solucié aproximada a traves d’una fraccio
sexagesimal amb sis xifres que actualment seria x = 1.368807874148 i que fou la
millor aproximacié d’una arrel irracional d’'una equacié algebraica aconseguida fins

aquell moment.

Pero tot i aixo Fibonacci fou majoritariament conegut per la successié que duu

el seu nom i no per la resolucié d’aquests problemes.

En conclusié, a partir d’aquesta edat potamica s’havien afegit a les
matematiques i l'algebra noves aportacions semblants a les que s’utilitzen el
I'actualitat. A més a més podem veure la diferéncia entre la manera d’operar anterior i
la que es produeix al s. Xlll i sembla que sigui un altra cosa totalment diferent ja que no

s’assembla en res.

2.5 Epoca Moderna

Des de Leonardo de Pisa fins a finals del s. XV es va produir una epoca de
decadéncia en l'algebra, tot i que alguns professors explicaven de manera publica

aquesta ciencia i es van produir les traduccions d’alguns llibres arabs.

L’'época moderna comenca en el s. XV i en aquest segle sorgeix un moviment
cultural, intel-lectual i cientific que va marcar un pas de I'época medieval a I'época
moderna anomenat Renaixement. Seguidament es van produir quatre segles on van
destacar abundants aportacions que van convertir la ciencia de I'algebra en una de les

més destacades i evolucionades.
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2.5.1 Segle XV

El matematic italia Luca Pacioli (1445-1514) va escriure el llibre ‘La Summa’ que
estava dividit en quatre parts. Una d’aquestes parts va ser I'algebra on hi estaven
resoltes equacions de primer i segon grau amb la simbologia d’abreviatures de
I'algebra sincopada (m restar i p sumar) tot i que utilitzava també una simbologia
italiana (co= incognita i ce=quadrat de la incognita). Ell creia que les equacions de

tercer grau no es podien resoldre de manera algebraica.

ll-lustracio 30: Llibre ‘La summa’ de Pacioli

2.5.2 Segle XVI

En el s. XVI es van produir importants canvis en la historia de l'algebra. Els
personatges que van fer-les eren de I'oest d’Europa més concretament de Franca i
d’ltalia. Aquests foren: Scipione del Ferro —apartat 3.3.2-, Girolamo Cardano, Niccolo

Tartaglia i Rafael Bombelli — apartat 3.3.2-.

Niccolo Fontana (Tartaglia) (1499-1557) fou un matematic italia. Va resoldre
equacions de tercer grau i va aillar la formula. Aquesta li fou comunicada a Cardano
després d’un jurament de silenci, tot i que després ell el va trencar apropiant-se
d’aquesta férmula i el seu descobriment. A més a més, va participar en el
descobriment del volum del tetraedre. L'obra que més va destacar en I'ambit
matematic fou ‘La travagliata invenzione’ (1551) on es tractava les equacions
cubiques. Va crear el triangle de Tartaglia, un esquema matematic utilitzat per a

resoldre binomis elevats a n mitjangant nombres combinatoris.
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ll-lustraci6 31: ‘La travagliata invenzione’ Tartaglia

Girolamo Cardano (1501-1576) fou metge, astroleg, filosof a part d’'un conegut
matematic italia. Fou el primer en publicar la manera de resoldre les equacions de
tercer i de quart grau en el seu llibre ‘Ars magna’ que fou publicat al 1545. El que va
descobrir la solucid per les equacions de tercer grau fou Niccolo Tartaglia, aquest i
digué a Cardano de manera secreta pero Cardano va trencar el pacte i va publicar el
llibre amb el seu nom. La férmula per resoldre I'equacid cubica es detalla en I'apartat
3.3. Les equacions de quart grau també estaven resoltes perd la solucié I’havia aillat
Lodovico Ferrari (1522-1565), deixeble de Cardano. En I'apartat 3.3.2 es detalla el
procés seguit per trobar la solucié d’'una equacié de 4t grau i com va treballar quan la

seva solucio implicava l'arrel quadrada d’un nombre negatiu — capitol 3.4-.

HIERONYMI CAR

SIROLAMO CARDAN( DANI, PI(,?S;I‘ANTISSI;\\»X .\!AITHIA-.
The Rules of
ALGEBRA

C
ARTIS MAGN 4,
SL\;‘[\ZMMDH GVLIS ALGEBRAICIS,

peria netica, quod
RFECTVM
Decimas,

ll-lustracioé 32: ‘Ars Manga’ de Cardano
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2.5.3 Segle XVII

En aquest segle els matematics que van fer aportacions a l'algebra eren de
Gran Bretanya i Franca. Els dos que més van destacar foren: René Descartes i Isaac

Newton.

René Descartes (1596-1650) fou un filosof, matematic i fisic francés. Va establir
una relacié entre I'algebra i la geomeétrica creant, aixi mateix, la geometria analitica.
També va crear el sistema de coordenades cartesianes, on es podia representar
qualsevol punt en el pla. A més a més, fou el primer en utilitzar una notacié
exponencial i utilitzar el signe infinit. Una aportacié important de René Descartes a
I'algebra estava relacionada amb els canvis dels simbols per representar les incognites,
les operacions i les poténcies algebraiques. Aquest fet es pot observar en el llibre 11l de
‘La Géométrie’ (1637) i s'assemblava bastant a un text modern d'algebra. En aquest
llibre es va veure reflectida la geometria analitica creada per ell, on hi havia una
geometria en forma d'aritmetica i també la traduccié de formes geomeétriques en les

equacions algebraiques.

ll-lustracio 33: ‘La Géométrie’ de Descartes

En aquest llibre va quedar establerta la regla dels signes de Descartes que fou
un teorema que va determinar el nimero d’arrels positives i negatives. Segons aquesta
regla s’havien de col-locar els coeficients de forma decreixent atenent al grau de cada
coeficient. Llavors les arrels positives de I'equacié era igual a la quantitat de canvis de
signe que hi havia al llarg d’aquesta. Si I'equacié era x3 +x%2 —x —1 es podia
observar que només es produia un canvi de signe, per tant només hi hauria una arrel

positiva. Les arrels negatives es determinaven canviant de signe els coeficients amb un
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exponent imparell i observaven la quantitat de canvis de signe que s’havia fet al llarg
d’aquesta. Si I'equacié fos x3 + x2 —x — 1 es transformaria a —x3 + x%2 + x — 1 per

tant observaven dos canvis de signes i hi hauria dues arrels negatives.

Isaac Newton (1642- 1727) fou un fisic, filosof, teoleg, inventor, alquimista i
matematic anglés. Va destacar sobretot en I'ambit cientific tot i que va fer una
important aportacié a I'algebra: va crear el binomi de Newton. Fou un algoritme que

va permetre calcular una potencia qualsevol d'un binomi, per a aixo s’utilitzaven els

. . . . n .
coeficients binomials x| representava el nombre de vegades que aquest element k

es agafat a partir d’'un conjunt de n elements, que no eren més que una successio de

nombres combinatoris. El teorema del binomi de Newton s’expressava:
n n n n
atb"= amb’ + 1 av1pt + 5 av2h* 4 4 P ankp* 4 ...

n_ N ko k
n—2 n—1 nb - kXY

2.5.4 Segle XVIII

En aquesta epoca es van fer diverses aportacions a I'ambit cientific, filosofic,
astronomic perod calia destacar també importants novetats en I'ambit matematic. El

matematic més important va ser Leonhard Euler.

Leonhard Euler (1707-1783) fou un matematic i fisic suis. Va destacar en
I'ambit matematic majoritariament, va fer moltes aportacions i fins i tot va crear

alguna branca de les matematiques.

Va ser el primer en utilitzar la lletra e per denotar la base dels logaritmes
neperians. Euler va utilitzar la lletra e per referir-se al nombre del qual el seu logaritme
hiperbolic fou igual a 1. Tot i que ell no va descobrir el significat d’aquest simbol ja que

feia un segle que aquesta idea era coneguda, perd ningu el va saber representar.

També va popularitzar la utilitzacié de la lletra m per denotar la relacié entre la
longitud de la circumferéncia i el seu diametre. Tot i que no fou el primer en utilitzar-lo

pero si el que va propagar la utilitzacio d’aquest.
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Va introduir la notacié de i per v—1. Li dona el significat d’infinit. No ho va
utilitzar fins als Ultims manuscrits que va escriure i altres matematics posteriors li

donaren el mateix significat.

Va utilitzar la lletra 7V per donar un significat de constant. Aquesta notacio no ha
perdurat al llarg dels temps ja que després es van crear simbols semblants amb aquest

i d’un significat molt diferenciat.

Altres fets importants foren la utilitzaciéd de f(x) per denotar el valor d’una
funcio f a I'aplicar-li un valor a x; la utilitzacié del simbol X per denotar sumatori i la

utilitzacié de [n x per denotar logaritme en base e de x.

Va crear la identitat de Euler on relacionava cinc nombres molt utilitzats i que
pertanyien a diverses branques de les matematiques. Fou considerada |'equacié

matematica més famosa.
e™ + 1 = 0 (Identitat d’Euler)

Leonhard Euler va ser probablement un dels investigadors més fecund de les

matematiques, fins al punt que el segle XVIII es coneix com I'época d’Euler.

2.6 Epoca Contemporania

El segle XIX fou el més revolucionari de la historia de les matematiques. La
recerca d'una matematica rigorosa i d’una classificacié dels diferents tipus de
construccions matematiques va portar a crear arees de l'algebra abstracta durant
aquest segle absolutament independents de nocions aritmetiques o geometriques. En
aquest segle diversos matematics van fer aportacions molt importants, aquests foren:

Niel Henrik Abel, Hermann Grassmann i Charles Hermite.

Niel Henrik Abel (1802-1829) va ser un matematic noruec. La seva primera gran
aportacidé va ser la prova de la impossibilitat de resolucid algebraica de I'equacié de
cinque grau mitjancant radicals. També va donar la solucid a la primera equacié

integral. Va donar estabilitat a I’analisi matematic sobre unes bases rigoroses i a més a
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més va contribuir en trobar funcions el-liptiques a través de I'estudi de la funcid

inversa d’aquella funcio.

Hermann Grassmann (1809-1877) fou un matematic, fisic, humanista i editor
alemany. L'obra ‘Ausdehnungslehre’, publicat el 1862, fou un llibre llegendari en la
historia de les matematiques. Grassmann va introduir alli el calcul de les magnituds
extensives que era una de les arrels historiques de l'algebra lineal i multilineal
moderna. Va definir també en la mateixa obra el producte exterior, que s’Tanomenava
també "producte combinatori”, l'operacié clau en l'algebra que avui es coneix

com algebra externa.

ll-lustracié 34: ‘Ausdehnungslehre’ d’Hermann Grassmann

George Boole (1815-1864) va ser un matematic i logic britanic que va crear
I'algebra de Boole, que marca els fonaments de I'aritmética computacional moderna.
L'algebra Boole fou una estructura algebraica que esquematitzava les operacions
logiques, aixi com les operacions d’unid, interseccié i complement. Foren tota classe o
conjunt d'elements que podien prendre dos valors perfectament diferenciats que van
designar per 0 i 1 o es podia veure a altres casos com v (veritable) i f (fals) que estaven
relacionats per les dues operacions binaries denominades suma (+) i producte ().

Algunes de les propietats d’aquesta algebra de Boole que podriem destacar foren:

1- Propietat d’impotencia: Quan es realitzava una operacido varies vegades
aquestes no influien en el resultat ja que donava el mateix que si fessin

I’operacid un sol cop.
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Propietat d’involucid: Si a una negacié se li atribuia una altra negacio el

resultat seria positiu.
a=a

Propietat commutativa: Si s’intercanviava |'ordre dels factors de la suma o

de la multiplicacid el resultat seria el mateix.

a+b=b+a

Propietat associativa: No importava com s’agrupaven els factors ja que el

resultat seria el mateix.
a-(b-c)=(a-b)-c

Propietat distributiva: La resposta era la mateixa si es sumaven els factors i
després era multiplicat per un nombre que si els resultats de les

multiplicacions eren sumades finalment.
a(b+c)=ab+ac

Propietat cancel-lativa: Quan es produia una operacié després d’un exercici,

el terme independent era cancel-lat.
(a+b)-a=a%*+ab

Llei de Morgan: La suma de n variables negades era igual al producte
d’aquestes n variables negades individualment i, inversament, el producte
de n variables negades era igual a la suma d’aquestes n variables negades

individualment.

(a+b)=d-H

@D =a+h
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Charles Hermite (1822-1901) fou un matematic francés que va iniciar I'estudi
en les funcions algebraiques i va comprovar que el nombre e no podia ser solucié
d’una equacié algebraica de coeficients racionals, és a dir, va demostrar que el nombre

e era transcendent.
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3. HISTORIA DE LES EQUACIONS POLINOMIQUES D’UNA
VARIABLE

Després d’observar I'evolucio de I'algebra es va poder determinar quina era la
seva principal aplicacid. L'algebra s’havia anat desenvolupat al llarg de la historia

principalment per l'interés en resoldre equacions i sistemes d’equacions.

Una equacid és una igualtat entre dues expressions, denominades membres i
separades pel signe igual, en qué apareixen elements coneguts o dades i d’altres de
desconeguts o incognites, relacionats mitjancant operacions matematiques. Els valors
coneguts poden ser nombres, coeficients o constants; també variables o fins i tot
objectes complexos com funcions o vectors, els elements desconeguts poden ser
establerts mitjancant altres equacions d'un sistema, o algun altre procediment de
resolucié d'equacions. Les incognites, representades generalment per lletres,
constitueixen els valors que es pretén trobar (en equacions complexes en lloc de valors
numerics podria tractar-se d'elements d'un cert conjunt abstracte, com succeeix en les
equacions diferencials). Si les expressions de les equacions sén polinomis, s’anomenen
equacions polinomiques i, el seu grau estara donat pel grau del polinomi que resulta al

simplificar I'equacié (operar i igualar les expressions polinomiques a cero).

El problema de trobar les arrels d’'un polinomi amb coeficients reals va ocupar
gran part de 'estudi dels matematics des dels arabs en I'antiguitat, que van utilitzar
metodes aritmetic-geometrics, passant pels grecs (especialment els pitagorics i
euclidians) i els seus raonaments geomeétrics fins arribar al s. XVIIl amb la solucié
general de les equacions de tercer i quart grau i la impossibilitat de resoldre I'equacio

de cinquée grau usant radicals.

A continuacié s’investigara com en cada epoca concreta determinats
personatges o civilitzacions van resoldre aquestes equacions i aixi mateix, es podra

observar I'evolucié d’aquestes al llarg del temps.
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3.1 Equacions lineals o de primer grau

3.1.1 Civilitzacio egipcia

Els egipcis es van veure amb la necessitat d’utilitzar I'algebra per satisfer alguns
problemes que sorgien en les seves vides quotidianes. D’aquesta manera van
comengar a emprar les equacions lineals o de primer grau a través del metode de la
regula falsi. Els egipcis atribuien un valor fals a la incognita i per aproximacions es

provocava corregir-ho per millorar el seu resultat.

Aguest fet va poder ser observat en els diferents papyrus que van perdurar al
llarg del temps. Els dos papirs més importants van ser el Papyrus Rhind i el Papyrus de
Moscou. En tots dos es trobaven equacions lineals a través d’una escriptura hieratica

en comptes d’una de jeroglifica que s’utilitzava en I'escriptura ornamental.

Les equacions lineals van ser desenvolupades majoritariament a la civilitzacié

egipcia i I'algoritme de resolucid era de la forma:
ax=b>b xX+ax=0»b ax+b=0 x+ax+bx=c ax+b=c

on a, b i c eren nombres coneguts i x la incognita que els egipcis anomenaven

aha.

Quan l'equaciéo era de la forma ax = b s’obtenia la solucié exacta per

I’estructura particular del problema.

Si el problema exigia la solucié de les equacions ax+b =0 i ax+b =c,
s’emprava en aquests casos la regla de la doble falsa posicid, que consisteix en el

procediment de la forma seglient:
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a) Per aillar x en les equacions d’estructura ax + b = 0, es van considerar dos

valors falsos x4 i x5 i es van calcular aixi:
Xy I Xp—> axy +b=d,
ax;+b=d;
restanta x; —x, =d; — d; (exp.1)
Per una altra part:
ax{x, + bx, = dqx,
ax,;x; + bx; = dyxyq
que restant,
b(x, —x1) = dix, —dyx; (exp.2)
i dividint ambdds resultats (exp 2 —exp 1)

b di1xy—dyx
_2_ 142 21=x
a dl—dz

Ja que la igualtat que es complia al multiplicar ambdos membres per "a” _s

—S-a=ax—b=ax—> ax+b=0

b) Per aillar al x en ax + b = ¢, es van considerar dos valors falsos x; i x, i es

calculaven:

O E ax, +b—c=d; —> c—b=—d, +ax,

ax,+b—c=d, —> c—b=—d, +ax,

llavors es plantejava la igualtat
—di+ax; =—d,+ax,=c—>b

di—d,=ax; —ax, = a(x; —x,)=c—b (exp.1)
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Per una altra part:

ax,x, + bx, — cx, = dqx,

ax,x; + bx; —cxqy = dyxq

que restant,

(€ =Db)(x1 — x2) = dyxy — dyxy (exp.2)
i dividint ambdds resultats ( exp.2-exp.1)

c—b _ dlxz—dle _
a dl—dz B

Ja que la igualtat que es complia al multiplicar ambdds membres per “a” _s

-b
CT-a=ax—> c—b=ax — ax+b=c

» Un exemple de la resolucio d’una equacio qualsevol d’aquet tipus com

3x + 2 = 14 amb el métode de la regula falsi seria:

Es consideraven dos valors falsos x; = 6 i x, = 5. Llavors si s’aplicaven a

I’equacid seria:
di=184+2-14=6 d,=154+2-14=3

Atenent a I'expressio determinada en 'apartat b:

_ dlxz—dle _ 6-5—3-6 _ 4
T dyg, 63

c) Peraillar x en x + ax = b, es consideraven els dos valors falsos x; i x, i es

calculaven:

Xyixy — (1+a)x, —b=d,

(1+a)x,—b=d,

restant (1 +a) - (x, —x,) =dy —d, (exp.l)

46



L’evolucio de I'algebra en les equacions polindomiques

Per una altra part,

1+ a)x,x, — bxy, = dyx,

1+ a)xy,xy — bxy =dyxy

que restant,

b x;—x, =dx; —dyx; (exp.?2)

i dividint ambdés resultats (exp.2-exp1):

b _ dle—dle _
(1+a) - dl—dz

Ja que la igualtat es complia al multiplicar ambddés membres per “1+ a”,

b

((1+a)- 1+a = 1+4ax— b=ax+x—> x+ax=5»

» Calcular2x+x =6
Es consideraven dos valors falsos x; = 4 i x, = 3, llavors:

d,=84+4-6=6 dy=6+3—-6=3

__dyxp—dpyxqg __ 6:3-34

di—d, o3 = 2 x=2

d) Per aillar x en x + ax + bx = c es consideraven dos valors falsos x; i x; i

es calculaven:

. 1 bjx,—c=d
XX, s (I1+a+b)x,—c 1
(l+a+b)x,—c=d,

restant (1+a+b) - (x; —x,) =dy —d, (exp.1)
Per una altra part:
1+ a+b)x;x, —cx, =dqix,

(1+a+b)x,xy —cxy =dyx;
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que restant,
c(xy — x2) = dyx; — daxy (exp.2)

i dividint ambdds resultats (exp.2 —exp.1)

c _ dle—dle _
(1+a+b)  di-dy

Ja que la igualtat es complia al multiplicar ambdds membres per “1 + a + b”

c

1+a+b Trarh) l1+ta+bx—> c=x+ax+bxsax+bx+x=c

» Calcular x + 2x + 4x = 21
Es consideraven dos valors falsos x; = 5 i x, = 4, llavors:

di=5+10+20-21=14 d,=4+8+16—-21=7

dixp—dyx1 14-4—-7-5
X = = =3 x =3
di1—dy 14-7

3.2 Equacions quadratiques o de segon grau

3.2.1 Civilitzacio egipcia

Eren moltes les gravacions jeroglifiques que es van trobar en pedres, tombes i
temples, pero, molt poca la informacié matematica que es va poder obtenir d'elles.
L’dnic tipus d’equacié de segon grau que apareixia en el Papyrus Rhind era el més

senzill: ax? = b i es va trobar resolta mitjancant varis processos aritmétics senzills.

3.2.2 Civilitzacio mesopotamica

Les caracteristiques del territori van afavorir a que diverses poblacions
envaissin aquell territori pero la seva cultura estava tan consolidada que va perdurar al
llarg dels anys, particularment en la utilitzacié de l'escriptura cuneiforme en les
tauletes d’argila. Milers d’aquestes tauletes han perdurat al llarg del temps i gracies a

elles es va poder disposar de molta informacio relacionada amb les matematiques.
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Formulaven i resolien els problemes algebraics d’'una forma completament
verbal (algebra retorica), sense la utilitzacié de simbols especials. Sovint apareixien en
les resolucions les paraules us (longitud), sag (amplada) i nansa (area) com a
representacié de les incognites, encara que aix0 no volia dir que aquestes incognites
representessin aquestes quantitats geomeétriques. Es creia que gran part dels
problemes algebraics van sorgir de situacions geometriques per aixo s’utilitzava la

simbologia geomeétrica.

Els mesopotamics van saber resoldre problemes que contenien equacions de
primer i segon grau aixi com també de tercer i quart grau, tot i que en menor

quantitat, i sistemes d’equacions lineals i no lineals.

En les equacions quadratiques disposaven d’una férmula per a resoldre-les ,
pero com no coneixien els nombres negatius, no consideraven les arrels negatives. A
més, van reduir mitjancant transformacions els problemes més complicats en altres de

més senzills.

Les equacions quadratiques que es trobaven en els textos babilonics més antics

de fa uns 4000 anys queden reduides a les segiients formes canoniques:

1) x*+px=q

2) x2=px+gq

3) x2+q=px
Les dues primeres es treballen a continuacid i, la del tercer tipus apareixia
en els textos sota la forma de problemes on es tractava com una equacié

equivalent a un sistema d’equacions,

rt+ty=p

mitjancant el metode de substitucid de la incognita s’aconseguia la forma

canonica x? + q = px.
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a) Segons els mesopotamics la solucié d’una equacié quadratica amb forma
candnicax? —px =q que seria el mateix que x?=px+q s’havia de
resoldre de la seglient manera:

. p
1- Primerament es calculava B

2- Seguidament trobaven el quadrat de la solucid obtinguda anteriorment, és

2
. P
adir, —
2

2
3- Finalment calculaven amb tota la informacio obtinguda g +q.

A partir d’aquestes deduccions la formula a la qual s’arribava finalment era:

-
x = M'I[EJL +q +§ sent aquesta la férmula quadratica actual coneguda per tothom.

A continuacio es detalla a partir de I'expressié anterior la férmula quadratica

actual considerant el coeficient principal de valor unitari:

(2 p_ |2 b_ [P 5Py
x= @) +a+i= Fra+l= B4 I= 4
p+ypi+dq
— x=—

b) L’ equacié quadratica amb forma candnica x% + px = g s’havia de resoldre de

la seglient manera:
. p
1.-Primerament es calculava >

2.- Seguidament trobaven el quadrat de la solucié obtinguda anteriorment, és a

2

.p
dir, —
2

3.-Finalment calculaven amb tota la informacid obtinguda ['expressio

2
p
5 +q.
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A partir d’aquestes deduccions la formula a la qual s’arribava finalment era:

T —
z p . "
x = 1}'@) +q-— Sentaquesta la férmula quadratica actual coneguda per tothom.

A continuacid es detalla a partir de I'expressio anterior la formula quadratica

actual considerant el coeficient principal de valor unitari :

c) Lequacié quadratica del tipus ax? + bx = ¢ la resolien multiplicant per “a”
per convertir-laen ax 2+ b ax = acicalculant “ax” en primer lloc. S’obtenia

y? + by = ac il'equacié quadratica seria de la forma candnica de I'apartat b.

> En un altre text els babilonis van reduir 'equacié 11x* + 7x = 6;15 a

la forma candnica x* + px = q.

Multiplicant per 11 ambdds membres degut al coeficient que acompanya al

membre de segon grau.

11x 24+ 7- 11x =68;45% *(Sistema de numeracid posicional i

sexagesimal)

165 120

15 45 45
6;15-11 = 6+a -11—66+E—66+E+a—68+%—68,45

que era la forma canonica, excepte que la solucié era arade y = 11x i a partir

d’aquest valor s’obtindria “x” .

60 parts 60 parts

= 45 parts>4125 parts

68,45 unitats = 68u - = 4080 parts i:—g Uu-

La solucid d’aquest problema era equivalent a la resolucid de l'equacio
quadratica 11x 2+47- 11x =4125 amb y = 1lxde la forma segient:

y? + 7y = 4125.
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L’equacié que es resolia era del tipus x2 + px = q i la solucié que es donava
=

7
era y= |'[ ) +4125—-> y =60.821 2 x = 5529
A 2

a |~

3.2.3 Civilitzacio grega

Posteriorment, els grecs van resoldre equacions de segon grau mitjancant
meétodes geometrics. Diferents matematics van fer més aportacions i van desenvolupar
aixi mateix d’'una forma rapida la resolucié d’aquestes equacions. Es donava una
importancia molt petita a I'algebra i la geometria en aquell temps, aixi que ho van unir
per a que guanyés importancia: van crear |'algebra geométrica, s’explicava com la
resolucié d’una equacié a partir d'una representacidé geométrica, aixi s’entenia més
facilment. Els grecs van aconseguir resoldre equacions de segon grau utilitzant el

metode de completar el quadrat amb I'aplicacié d’arees.

Diofant d’Alexandria, en el seu llibre ‘Arithmetica’ no hi havia un
desenvolupament axiomatic ni feia cap esforg per calcular totes les solucions possibles,
en el cas de les equacions de segon grau amb dues arrels positives va donar una
férmula per resoldre algunes d’aquestes equacions quadratiques ( tot i que només
s’obtenia una solucié i per a que es complis aquesta férmula les dues solucions
d’aquesta havien de ser enteres). Les equacions que resolia eren de tres tipus

diferents:

ax®> +bx =c ax?* —bx=c ax? +c= bx

4

A continuacié amb tres problemes que es trobaven en ‘I’Arithmetica
s’explicava en primer lloc el métode que de forma sistematica utilitzava Diofant per
calcular la solucid sense utilitzar un sistema de dues equacions simultanies amb dues
incognites, de quina manera operava amb canvis enginyosos i, quines condicions
geometriques successives plantejava de manera que Unicament hi hagués una
incognita o es reduien el nombre d’indeterminades i el grau d’aquestes al llarg de tot

el procés.
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Els enunciats dels problemes proposaven una condicié general que Diofant
necessitava concretar. Per aquest motiu, va introduir una condicié geomeétrica que
decidia la seva posterior resolucié recercant una expressid escrita en funcié de la
incognita amb la qual componia la seva primera igualtat. Una vegada ja establerta

aquesta, finalitzava el procés utilitzant el llenguatge aritmetic.

Aqguests problemes foren d’equacions lineals i quadratiques perd, sempre amb
solucié positiva i racional ja que en aquella época no tenien sentit els nombres

negatius i encara menys els irracionals.
Els tres problemes es detallen a continuacio:

» Calcular dos nombres, tal que la seva suma sigui 20 i la diferencia dels

seus quadrats 80.

a) Resolucié de Diofant

e (Condicié geométrica

Sempre era necessari que la diferencia dels quadrats de dos nombres formaven

dos rectangles d’igual area sent aquesta el producte de la semisuma per la diferéncia.
e Plantejament i deduccié
La diferéncia dels nombres era 2d; la semisuma d’ambdds 10 unitats
Major: semisuma d’ambdds més la semidiferéncia d’aquests dos nombres:
10+d=x
Menor: semisuma d’ambdds menys la semidiferéncia d’aquests nombres:

10—-d=y
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10-d
—t—

d+10

e

ll-lustracio 35: Resolucié problema 1 de Diofant (Dibuix fet amb Geo-gebra)

Per confirmar la condicié geometrica s’utilitzara I'algebra actual:
2d(10+d) + 2d(10 —d) = 40d
e Expressié simbolica
80 = 40d
d=2
Nombre major: 10 + d = 12 unitats
Nombre menor: 10 — d = 8 unitats

b) Algebra actual

x+y=20 [ x=20—-y=20-8=12
x2—y?2=80|> (20 —y)?—y? =280 R: La solucié és (12,8)
400 — 40y + y?> —y%2 =80
320 = 40y

y=38
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» Calcular dos nombres, tal que la seva suma sigui 20 i la suma dels seus

quadrats 208.
a) Resolucio de Diofant
e Condicié geométrica

Sempre era necessari que el doble de la suma dels quadrats dels nombres

excedia en un quadrat al quadrat de la suma dels nombres.
e Plantejament i deduccié
La diferéncia dels nombres era 2d; la semisuma d’ambdds 10 unitats
Major: semisuma d’ambdds més la semidiferencia d’aquests dos nombres:
10+d=x

Menor: semisuma d’ambdds menys la semidiferencia d’aquests nombres:

10—-d=y
(d+10) (10-d)
——— —_—

ll-lustracié 36 :Resolucié problema 2 de Diofant (Dibuix fet amb Geo-gebra)

Per confirmar la condicié geométrica s’utilitzara I'algebra actual:

2d(10 + d) + 2d (10 — d) = 40d
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e Expressio simbolica
d=2
Nombre major: 10 + d = 12 unitats
Nombre menor: 10 — d = 8 unitats

b) Algebra actual

x—|-}=r=2l] —= x=20_}’ V= 2D7+4=12 X = 20—12=28
x?+ y? = 208|-> 400 — 40y +y? + y? =208 20-4
¥z = e =8 ")"—1:2':._8=12

2y —40y+192=0
y 20y +96=10 R: Com en aquestes operacions no

importa l'ordre les solucions podrien ser
(8,12) 0 (12,8)

__ —20+v400-384 _ 20+4
y= 2 T2

» Trobar dos nombres tal que la seva suma és 20 i el seu producte

formen 96 unitats.

a) Resolucié de Diofant

e Condicié geométrica

Sempre era necessari que el quadrat de la semisuma dels nombres a trobar

excedia en un quadrat al producte d’aquests nombres.
e Plantejament i deduccid
La diferéencia dels nombres era 2d; la semisuma d’ambdds 10 unitats
Major: semisuma d’ambdds més la semidiferéncia d’aquests dos nombres:
10+d=x

Menor: semisuma d’ambdds menys la semidiferéncia d’aquests nombres:
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d+10
A

10-d 7 |
&

Y
20

ll-lustracio 37: Resolucié problema 3 de Diofant (Dibuix fet amb Geo-gebra)

[] (sobre 10)- [_1(96)= [] (sobred); 100-96= [ ](sobre d)
Per confirmar la condicié geometrica s’utilitzara I’algebra actual:
2d(10+d) + 2d(10 —d) = 40d

e Expressié simbolica
d=2
Nombre major: 10 + d = 12 unitats
Nombre menor. 10 — d = 8 unitats

b) Algebra actual

20+4
y= =12 x, = 20—12 =8
x+y=200=>x=20—vy =
y,= Z2—3 X, = 20—8=12
x-y=96 |>(20—y)- -y =96 -2 2 L

20y —y* =96
R: Com en aquestes operacions no

y —20y+96=0 importa I'ordre les solucions podrien ser

(8,12) o (12,8)
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3.2.4 Civilitzacid xina

La civilitzacié xina es va remuntar a I'edat potamica, tot i que els registres

cronologics no van ser gaire fiables ja que entre les diverses estimacions hi havia

gairebé un milers d’anys.

El sistema de numeracié xina era el decimal jeroglific. Les operacions eren
resoltes com ho feien els altres matematics antics tot i que cal destacar que en la
resolucié de fraccions utilitzaven la reduccié d’aquestes a un comu denominador.

Afirmaven I'existéncia de nombres negatius tot i que no els acceptaven com a solucié

d’una equacio.

Un altre metode que utilitzaven era ‘ying bu zu shu’ (regla del excés i del
defecte), era similar a la regla de doble falsa posicié utilitzada pels egipcis, tot i que no

es va creure que sorgis d’influencia occidental, sind que era independent.

L’algebra va millorar de forma molt notable amb el llibre “SSu-yliian yii- Chien”
o “Mirall precids dels quatre elements” de Chou-Shin-Chieh on es va estudiar
equacions de graus molt elevats (fins a 14). S'utilitzava un métode de transformacié
d’equacions anomenat ‘méetode de fan fa’. Es podia explicar com un métode de canvi
de variable per obtenir solucions aproximades d’equacions polinomiques. Aguest

metode es coneix en occident com el nom de “meétode de Horner”.

T ~F P A
i | AR B
= L2 ol
N ‘ ’z‘?!i{ B AT
j VAN % % £ 4
¢ | ;;"ri ’E’j ,ﬂ_ £ i-
" ! f 5 213 do. b‘ »«;
I t ! \":['! i < "y "'3'
] Ly {"15 % VY
1 b LA T
-l | 3 § &

ll-lustracié 38: Llibre “SSu-yiian yii- Chien”
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» Un exemple que es trobava en el llibre de Chou- Shih-Chieh seria trobar

la solucié de I'equacié x* + 252x — 5292 = 0.

1. Primerament s’obtenia un valor aproximat per defecte, x = 19. Aixo
significa que té una arrel entre x = 19 i x = 20.
2. Es produia el canvi de variable (el fan fa): y = x — 19 per obtenir aquesta
nova equacio:
y+19 24252 y+19 —5292 =0->y?+ 290y — 143 =0, amb una
arrelentrey =0iy=1.

3. Es trobava la solucié aproximada d’aquesta equacid quadratica utilitzada

com lineal, y + 290y — 143 = O que seriay = %_
4. Es desfeia el canvi de variable , la solucié aproximada seria x = 19 + %_

3.2.5 Civilitzacio arab

Entre els segles VIl i Xlll es va comencar a expandir les matematiques dins la
cultura. Tot va sorgir quan el califa Al-Ma’min, va ordenar traduir alguns dels textos
grecs a l'arab. Es van crear diverses escoles on es traduien i s’analitzaven diferents

manuscrits que tractaven sobre I'algebra, I'astronomia i la geometria.

Mohammed ibn-Musa Al-Khwarizmi en el text del llibre “Al-jabr w’al
mugqdbala” va introduir equacions que constaven de tres tipus de quantitats: tresors,
nombres multiplicats per x2: arrels, nombres multiplicats per x (arrels del tresor) i
nombres coneguts. A més a més, I'autor va denominar la quantitat desconeguda com
‘shay’ (cosa desconeguda). Els tipus d’equacions que s’observaven en aquest escrit

eren:

* Tresorsigual aarrels: ax? = bx

* Tresors iguals a nombres: ax? = ¢
= Arrels iguals a nombres: bx = ¢
* Tresorsiarrels iguals a nombres: ax? + bx = ¢

* Tresors i nombres iguals a arrels: ax? + ¢ = bx
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Arrels i nombres iguals a tresors: bx + ¢ = ax?® on a,b i ¢ nombres

enters positius

Al-Khawarizmi va explicar els seus metodes de resolucid d’equacions
quadratiques recal¢ant-se en la geometria grega d’Euclides. Per resoldre I'equacio
x? 4+ bx = ¢ va dibuixar un quadrat on el seu costat, era igual a “shay”. Després va

. . . . b
allargar cada costat en ambdues direccions una longitud igual a "

X

7

o |

o

%

ll-lustracié 39: Resolucié equacié quadratica de tipus x'z + bx = ¢ Dibuix fet amb Geo-gebra)

b b
4 4

D’aquesta manera es van formar quatre quadrats en les cantonades del

guadrat inicial, un rectangle en cada costat i, un quadrat final, unié de totes les figures

. . b b
indicades. " X "
b
i
//
/ %
%
b
i

ll-lustracié 40: Resolucié equacié quadratica de tiphs x% + bx = ¢ ibuix fet amb Geo-gebra)

¢+ Superficies dels quadrats de les cantonades: 4 -

-~

. b ,
+* Quadrat gran (quadrat central més quatre rectangles x - 7 Mes quatre

guadrats de les cantonades):

+4- 2 xta. % =c+

» |
N2
8
N
+
S
=
+
155
I
a
+
IS5

60



L’evolucio de I'algebra en les equacions polindomiques

. b b
% Quadrat gran: x+2-Z = x+5

. . b 2 b2
La igualtat de I'area del quadrat gran: x + 5 =¢ + "

Des d’aquesta igualtat s’arribava a la formula de l'equacid de segon grau que

actualment s’utilitza:

I.2
] B n _ b +4c—b
X—NIC-I-?—ET‘:(—T {exp.1)

A continuacié es resolia una equacié tipus ax? + bx = ¢ seguint el fonament

logic per a les solucions:

» Resoldre tresors i 10 arrels igual a 39.

e En notacié moderna, resoldre I'equacié x? + 10x = 39
N ., . o
+*» Solucié segons explicacié d’Al-Khwarizmi:

Dividir per dos nombres el "nombre" d'arrels: Resultat 5.
Multiplicar aix0 per si mateix: Resultat 25
Sumar aixo a 39: Resultat 64.

Extreure I'arrel quadrada a aix0: Resultat 8

v A o hoe

Restar a 8 el resultat del pas 1: Resultat 3

Aquesta és |'arrel del quadrat (el quadrat és 9)

+* Explicacio en notacié moderna:

x% +10x + 25 =39 + 25

x+52%2=64
x+5==% 64
rx+5=+8ﬂ/
x+5= x+5=-8
x = x=-13

(La solucid negativa, x =-13, s'ignora)

61



L’evolucio de I'algebra en les equacions polindomiques

X/

+» Fonamentacio geometrica:

La figura geometrica amb les dades corresponents seria:

ra|

5
2

5
2

[IMlustracio 41: Resolucio equacio quadratica de tipus +br=c (Dibuix fet amb Geo-gebra)

Que després es convertiria en:

Ea | o
ra |

ra|

e

ta | e

IIlustracio 42 Resolucio equacio quadratica de tipus PYibr=c [Dibuix fet amb Geo-gehra)

=4. = 25 unitats?

ST
N | »

+»+ Superficies dels quadrats de les cantonades: 4 -

+* Quadrat gran (quadrat central més quatre rectangles x - més quatre

guadrats de les cantonades):

2 b2 b2
9JCZ'|'b3C-|'Z=C-|'T9

=
N
+
NN
NN R~
=
+
S
NI~
Il
a
+
NN R~

—> x>+ 10x+25=394+25—> x%+4+10x = 39

2

2
— x+2-; —> x+5°72

R/

< Quadratgran: x4+ 2- = x+§

ST
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2

SERS)

. . b2 1 2
La igualtat de I'area del quadrat gran: x + =c+ :_3’ x+5%2=39+ %—)

N 2 ) (La solucid negativa
Xx+52=39+425""> x+5%?2=64 —sx+5=8—>x=3 13 S'ignora)

Al-Khwarizmi, va quedar relegat al paper simple i fou intermediari entre la
heréncia grega i hindu i I'Occident cristia medieval. L'abséncia d’una simbologia
adequada va impedir el desenvolupament i generalitzacié de metodes, i els treballs es

van centrar en la resolucié d'equacions de primer i segon grau, i equacions cubiques.

3.3 Equacions cubiques o de tercer grau

La férmula que permet trobar les solucions de qualsevol equacié de tercer grau
0 equacié cubica no es va trobar fins el s. XVI en Italia. Una equacié cubica era de la

forma:
ax3 +bx?+cx+d=0o0na,b,cidsén nombres qualsevolsi a # 0

S’ha de destacar que abans del s. XVI els matematics van intentar trobar una
férmula gracies a la qual es podia determinar les solucions de qualsevol equacid

cubica, sense assoliment algun.

3.3.1 Civilitzacié mesopotamica

En relacié a les equacions cubiques, a Mesopotamia es van trobar amb molts
exemples on es donava testimoni de resolucié d'aquest tipus d'equacions. Les
equacions cubiques reduides a les seves formes canoniques es classificaven en tres

tipus:

1) x3=a
2) x3+x%2=a

3) ax3+bx?=c
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Els babilonis resolien les equacions cubiques pures o del tipus 1 com
x3 = a consultant directament les taules de cubs on podia llegir-se sense
més la solucid si apareixia a la taula, i per a valors que no apareixien en les
taules s'utilitzava una simple interpolacié lineal per aconseguir una

aproximacio.

ll-lustracio6 41: Taules d’arrels quadrades i cubiques

b) Les equacions clbiques mixtes o de tipus 2 de la forma x3+ x2 = a es

resolien d'una manera semblant consultant les taules disponibles en les
quals apareixien els valors de la suma n3 + n? per a valors sencers de n d'1
a 30.

Les equacions cubiques de tipus 3 de la forma ax3 + bx? = ¢ es podien

2

. L - . a
reduir a la forma canonica multiplicant ambdds membres per 3 ber

3 2 2

. a a a? . ., -
obtenir Zx + Zx =c- P i aixi es tracta d’una cubica de la forma

. oA a )
tipus 2 amb la incognita SXi calculant > X en primer lloc consultant les

taules s’obtindra dit valor i a continuacié el valor de x.

> En un text, els babilonis reduien I'equacié 144x3 + 12x* = 21, emprant el seu

meétode de substitucio:

Els babilonis multiplicaven per 12 ambdds membres 122x3-12 +12x2-12=21-12i

prenent y = 12x I’equacid es convertiaen y3 + y? = 4;12 ja que:

252 240 | 12
21-12 = 252 parts 95—54‘&—4,12
1
D’'ony = 6 segons les taules disponibles. Per tant x =7 6 x=20;30

1
Resposta de I'equacio: x =3 d'una unitat 6 x = 30 parts 64
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d) En canvi, no es sabia si els babilonis van ser o no ser capagos de reduir
I’equacié cubica general ax® + bx? + cx = d a la seva forma canonica;
tot i que no hi havia cap tipus d'evidéncia documental disponible, pel nivell

assolit fa probable que poguessin dur a terme aquesta reduccid.

La resolucid d'equacions cubiques a Mesopotamia va constituir un éxit notable
que calia admirar no tant per I'alt nivell d'habilitat tecnica posada en joc siné que pel
nivell de maduresa i de flexibilitat dels conceptes algebraics que intervenen en el

procés.

3.3.2 Renaixement ( s. XVI)

El Renaixement fou un moviment cultural que es produi a I'Europa occidental
durant els segles XV i XVI i pretenia innovar en diferents ambits, un d’ells fou les
matematiques. A Italia i Franga, al s. XVI es va produir una millora a I'ambit de I'algebra
a partir de la introducciéd de noves aportacions a les equacions cubiques. Aquests

matematics van ser Scipione del Ferro, Girolamo Cardano i Rafel Bombelli.

Scipione del Ferro (1465 - 1526 ) va ser un matematic italia que va descobrir la
manera de resoldre les equacions de tercer grau amb aquesta estructura: x3 + bx = ¢
sent b i c nombres positius, perd ho va mantenir en secret i en el moment de la seva
mort li va comunicar aquest descobriment als seus deixebles Antonio Maria Fiore i

Annibale della Nave.

a) Métode que va utilitzar Scipione del Ferro per resoldre equacions del tipus

x3 + bx = ¢ sent b i c nombres positius.

Siguix =y —2zllavors y—2z 3 =y3—-3y%2z+3yz? - 23

Extraient factor comtd y—z3=y3-3yz y—z —z3 i passant al primer
membre, s’obtenia y —z 3+ 3yz(y —z) = y3 — z3. En aquesta expressié es podien

identificar els coeficients b = 3yz ic = y3 — z3 (igualtat 1)

b . o , .
Com, 3y = z, es podia substituir en I'altra igualtat 12>¢c = y° — —
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3
- b . . .
O sigui, }-‘E'—cya—?—?=l:l. Es feia un canvi de variable t = v?, resolent

3
, . L .2 " ,
I"'equacio quadratica t* — cf — == 0 sent:

c [e2 1h® c [e2 be
IR e R P
c |2 ah® c |2 B
t=t— o4 =S S+
2727 Ne Tzra 2z Nt 27
3 2 3 :| = .3
e 3y = e (R Fle e b
Com: t = y°= ¥, ET T T NE N7 T3

: — | ——
b e 2 b° e e b

. =1 — — = ro= |= A = i 1 2
Sabent:a)x =y —=z b}ay z o N2+,H|4+2? d) v, > ‘\|4+2?

Restant les expressions anteriors s’obtenia una solucio real de I'equacio cubica
reduida (no es calculava encara I'arrel cibica complexa i a més com b>0 sempre el

discriminant era positiu). Formula avui en dia coneguda com del Ferro-Tartaglia:

|

_ e

S b
\

|
N
N1 T3 le N1 T 27

Indicar que les tres solucions d'una equacid cdbica tipus x? +bx = ¢ en

notacio moderna seria:

uy=A+B x, = Aw + Bw? x; = Aw® + Bw
_ | C—a 2| -
S U PN - (- A [ iy
ambw = Tz b A |2+*J4+2? : _\||2 *J4+2?
sabent que :

2 3
. C b . .
a) Si ” + s 0—>Tres arrels reals i dues d’elles eren iguals

2 b3
b) Si CZ + poe > 0-> Tres arrels reals i diferents

2 3
. C b . . Lo
c) Si ” + pyn < 0= Una arrels era real i les altres dues imaginaries
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La férmula era coneguda amb el nom de Férmula de Cardano, perque Girolamo
Cardano, va ser qui va estudiar amb més cura les solucions de Tartaglia i de del Ferro i,
va ser qui va publicar per primera vegada la férmula en un gran tractat vers la

resolucié d’equacions titulat “Ars Magna”.

b) Scipione del Ferro va resoldre també I'equacié tipus: y3 — by? + cy —d = 0.

Va reduir pel canvi lineal y = x + 3@ I’equacio cubica reduida amb els valors.
Demostraciod dels valors m i n:

Senty3 —by*+cy—d=0 ielcanviy=x+§9

3 2

b b b
— x+5 —-b x+. +cx+; —d=0
3 3 3
2 3 2 3
3 2 b b7 2 200 DT b _ 4
x> + bx +3x+27 bx X 9+cx+3 d=0
2 2 3 3
s, B2’ L S
x+3 3+cx+27 9+3 d=20
, - . 3 bt 2p® b?
De I'equacié reduida: x° + mx =n 2?>m = ?—T+c =c— 3 —>
P b b P b b cb  2b3
s —n—ﬁ—?+?—d9 n——ﬁ+?—?+d—d—;+?

A partir d’ara s’obtenia I'equacié reduida x3 + mx =n i es calculava una

solucié seguint la férmula de del Ferro— Tartaglia i a aquest valor se li sumava
Yy =x+2) i sobtindra lor d (I ls imaginari
3(y =X 3) i s‘obtindra un valor de y real (les arrels imaginaries encara no es

consideraven):

z 3 =B z
7 [ m* b

! == +
27\ 4 | 27 wlz va T27 2
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No es van conservar cap dels textos de Ferro ja que tenia els seus documents
amagats per a que la gent no ho sapigues pero es va preveure que va escriure algun

manuscrit que després de la seva mort algun familiar va conservar en secret.

Girolamo Cardano, el matematic italia que dona per primera vegada a conéixer
el métode per resoldre les equacions de tercer grau de tipus ax® + bx? + cx +d =0 i
també x3 + ax = b. Tot i que a ell aquest métode li fou comunicat per Tartaglia amb
el qual havia fet una promesa per tal de no difondre aquesta informacié pero després
ell el trenca. Aquesta havia estat descoberta abans ja per del Ferro perd ningu ho va

saber.

Aguestes equacions, que van ser resoltes mitjancant el métode de Cardano,
van ser publicades al llibre “Ars Magna”. En aquest llibre també publica el métode
Cardano on es va poder determinar la quantitat d’arrels que tindria un polinomi i com

serien aquestes analitzant el discriminant de I'equacié.

Cardano va voler reduir I'equacié cubica de tipus ax3 + bx? +cx+d =0 ala

forma x3 + px = q mitjangant un canvi de variable.

1- Essuposavaquex =y +r.

2- La substitucio a la férmula general seria:
aly + )3+ by + i +cly+1r)+d=0
3- S’operava aquesta operacio:
ay3+ (3ar + b)y*+ (3ar2 + 2br + ¢)y + (ar3 + br2 + cr +d) = 0
4- Esvolia anular el terme de segon grau, per arribar a la forma x3 + px = q:
3ar + b = 0

5- Per tant, es concloia que el valor de r era:

6- S’obteniaquex =y — 3 | aixi I’equacio es reduia a:
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3ac—b® __ 9abc—2b3-27a%d

3
y 3a? 27a3

D’aquesta manera fou més senzilla I'equacié i per tant podia ser resolta

mitjancant la férmula del Ferro-Tartaglia.

Girolamo Cardano va crear també una nova féormula per trobar les solucions a
les equacions cubiques. Va partir de les equacions cubiques de tipus x3 + mx +n =0

va obtenir la forma seglient:

Siguix = A+ B, llavorsx3 = A+ B 3 = A3 + 34%B + 3AB? + B3 i seguint el
procediment explicat amb anterioritat es determina les tres arrels de I'equacié cubica

reduida.

A continuacio es detallen dos exemples de calcul d’equacions cubiques de les
quals una arrel sera real y les altres dues imaginaries o bé que tingui les tres arrels

reals.

» Caleularx® —6x —4=0senth=—6ic=4.

B = 3
x= [St+, 7t + 53— J7 T35 (Formula del Ferro-Tartaglia)
NT NT -

Tant Cardano com del Ferro i Tartaglia no van saber que fer amb aquest tipus
d'expressions. Va ser Bombelli el primer que va calcular una arrel cibica complexa

—sense saber molt bé alld que feia-.

Actualment es procedeix de la forma segilient:

x=3V2+2i+ 32— 2i jaque +v/—4=+2i

—
%.."IZ -+ 2i=:||,~l.'f845, = \,"E.ts=+3su=p: per a k=0, 1, 2
3
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\ = VI , AT, . w
Es procedeix a calcular el valor de u, = +/2 (— - Tt L) =—1+1iperquéésla

: . . . Ef el =y
més senzilla i seguidament els valors de ‘H'IE_EF.NI*.-“BMS* =+ 2315+30°K per a
3

k=0,1,2.
v, =/2(cos 105° + sin 105°%)
v, = /2(cos225° + sin 225°%)

vy = /2(cos275° + sin 275°%)
Ara es procedira al calcul de: v, = E(—7 - —L) = —1—1i icom resultat
final:x*=-14+i—-1—i= -2

Les altres arrels es poden calcular de la mateixa forma perd, una vegada s'obte

una de les tres arrels i que en aquest cas val -2 llavors és mes facil
WP —fr—4={x+2)x?-2x—-2)=0

# Caleular x* —3x*4+9x—-5=0

Es reduia pel canvi lineal x=1+t a l'equacid cubicat® + 6t +2 = 0 del tipus

x3+mx+n=0.

i —
2

x = i.."—l +49 4+ i.,"f—l— »ﬁ+§ = Y24+ 3 —4+1eralarrel real.

Les altres dues arrels eren imaginaries i, venien donades per:

= 5 = 3 5 [z .3
x=—w—9+ﬂ(u—vj sent u = |E+ |m—+m— i v= L ||n—+m—
2 3+ 2 272 " 27 le N o4 27

segons el teorema Fonamental de I'algebra obtenint aixi les altres dues arrels

imaginaries :

70



L’evolucio de I'algebra en les equacions polindomiques

Rafel Bombelli (1526-1572) fou un matematic i enginyer matematic. El seu
llibre ‘L’algebra’ (1572) estava dividit en cinc parts, les tres primeres estaven resoltes
seguint el model dels matematics anteriors. Pero després d’un llarg temps de treball i
investigacio va publicar la quarta i cinquena part on va introduir els nombres negatius i
fins I'arrel quadrada d’un nombre negatiu. D’aquesta manera va rectificar les solucions
posades per Tartaglia i Cardano per a les equacions algebraiques de tercer grau, aquest

cop alguna solucié d’aquestes era negativa o bé imaginaria.

El treball de Bombelli va constituir el resultat més madur de I'algebra del s. XVI,

transformant-se durant més d’un segle en el text d’algebra superior més autoritzat.

LALGEBRA
PARTE MAGGIORE

DELLARIMETICA
DIVISA IN TRE LIBR!
DEEAFATL BOMBELLL

»

o4 KOLOGHA

Nowamerse poflainlace,

IN BOLOGNA
Nele famgeria & Grnars R
MDLYXIL
ConLicerria SRR VY, del Ve, & nguife.

Il-lustracié 42: “L’algebra’” de Bombelli

3.4 Equacions biquadratiques o de quart grau

Els matematics del s.XVI, un cop van resoldre el problema de |'equacié de tercer

grau, es van enfrontar a un nou desafiament: la resolucid de I'equacié de quart grau.

La primera equacid de quart grau es va trobar resolta dins I'obra Ars Magna de
Girolamo Cardano tot i que no va ser aquest qui la va resoldre. Cardano va educar i
ensenyar al seu deixeble, Ludovico Ferrari (1522-1565). Aquest va investigar per a
poder trobar el métode per resoldre aquests tipus d’equacions i finalment ho va
aconseguir seguint un model similar al de la resolucié de I'’equacié cubica. Ferrari va
demostrar per primera vegada que les solucions d'una equacié de quart grau podien
ser negatives, irracionals i fins i tot podien implicar arrels quadrades de nombres

negatius.
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Aquest fet va provocar que diversos matematics de I'época el van desafiar per
demostrar qui en sabia més i per tant, qui havia de tenir un major prestigi. Ferrari els

va guanyar tots guanyant aixi un vida de éxit.

Ell va resoldre I'equacié quadratica de tipus x* + ax3 +bx? +cx+d =0 i
s’havia de tenir en compte que a, b, c i d eren nombres reals. Llavors va pensar que
aquesta equacio es podia factoritzar en dos polinomis quadratics i llavors mitjancant la
resolucié d’ells de forma separada va donar les quatre arrels que es volien cercar a

I'inici.

Per trobar la solucié d’una equacié de quart grau es basava en la soluci

preliminar d’una equacid cubica auxiliar seguint el procés segiient:
a) Sigui I'’equacio general de quart grau:

L’equacié s’escrivia de laforma: x* + ax3 + bx? + cx +d =0

2,2

. .. a
A ambdés membres es sumava I'expressid , el membre de I'esquerra era un

4

quadrat perfecte:

2 2 2
ax a
—> x2+7 = T_b x*-cx—d

a?x?
4

4 3 — 2 a’x
x*+ax> + =—bx“—cx—d+ .

A continuaci6 a ambdés membres de l'equacié es sumava els termes:

2
ax . N .. . . ez
x? +—2 y+yz on y era una variable, que despres se li imposaria una condicid

necessaria.

Obtenint novament, un quadrat perfecte en el membre esquerre i del membre

dret extreure factor comu x2 i x.

2 2 2 2
2 % 2 L X y - L _ 2 _ oy — 2, % Y-
x“t— o+ X"+ Yyt ” b x*-cx d+x+2y+4
B2 s C iy 2 Y 2y (equaci6 1)
2 2 4 Y 2 4 quad

2 2
x2+a7x+§ =Ax2+Bx+CsentA=aI—b+y ,B = az—y—c iC= yz—d
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El problema havia quedat reduit a un altre amb dues incognites. En el membre
de la dreta de l'equacié 1 hi havia un trinomi de segon grau en x, on els seus

coeficients depenien de y.

S'elegia v de manera que el trinomi fos el quadrat d'un binomi de primer grau

ax+B . Per a que el trinomi de segon grau Ax® + Bx + C fos el quadrat del binomi

ax+p era suficient que: B2 — 44C = 0 , llavors B = 24/ AC.

Per tant, Ax* +Bx+C= Ax*+2JACx + C=(Ax +C) =(ax + ) ? >
—>a=+4i=/C

2 2
Si s’elegia y tal que: B? — 4AC = %—c -4 %—b+y . yz—d = 0.

Desenvolupant el quadrat i els productes s’obtenia una equacié en funcié de y:
y3 = by?+ (ac—4d)y — [d(a®* —4b) +c*] =0
Resolent aquesta equacié cubica auxiliar -férmula de Cardano- es calculaven en

2
.z .z . / . ax
funcié de la seva solucié a i B, és a dir, x* + > +§ = (ax + B)?
ax / ax
On x2+7+§ = ax+f obé x2+?+% = —ax—p

A partir d’aquestes dues equacions de segon grau es podien trobar les quatre

arrels de I'’equacié de quart grau donada.

3.5 Equacions polinomiques d’una variable de grau superior a quatre

Després d’aquest periode, el s. XVI, alguns matematics van voler millorar les
resolucions de les equacions de grau inferior al quart i intentar cercar algun indici per

comencar a estudiar les de grau superior a quatre.

El prominent algebrista del s. XVII, Tschimhausen (1651-1708) va creure haver
trobat un metode general de solucid. El seu metode estava basat en la transformacio
d’'una equacié a una altra més simple perd, aquesta transformacid ja necessitava

algunes equacions auxiliars.
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Més tard, amb una analisi més profund es va demostrar que el métode de
transformacié de Tschimhausen en efecte donava la solucié d’equacions de segon,
tercer i quart grau pero, per a una equacié de cinque grau es necessitava resoldre

primer una equacio auxiliar de sisé grau, on la seva solucié no era coneguda.

Solament dos personatges van poder influir en aquests canvis i aquests van ser:

Joseph Louis de Lagrange i Paolo Ruffini.

Joseph Louis Lagrange (1736 -1813 ) fou un matematic, fisic i astronom franceés.
Es va fer conegut per diversos tractats relacionats amb el moviment, el soroll i
I'astronomia. Tot i que també va ser conegut per les seves aportacions a la algebra. Va
posar en dubte la manera de trobar les solucions de les equacions quadratiques. Va
trobar la solucié completa d’'una equacié binominal de qualsevol grau i va crear un
procés per aillar les solucions d’una equacié de qualsevol ordre tot i que en les
equacions de grau superior a quatre fallava. Aquest procés tot i que no trobava les
solucions de les equacions de grau superior al quart, va servir de base a altres

matematics com Galois — apartat 3.6 - per trobar-la.

Lagrange va avangar bastant en la teoria de les equacions algebraiques
descobrint noves relacions entre aquesta teoria i altres com la teoria de les
permutacions pero, a pesar dels seus persistents esforcos el problema va continuar

sense solucid i constituia, en paraules del mateix Lagrange:
o 123
Un repte per a la ment humana

Paolo Ruffini (1765-1822) fou un matematic, fildosof i metge italia. La seva
principal aportacié va ser l'intent de demostrar que les equacions polinomiques de
grau superior al quart eren irresolubles per radicals, problema que romania obert des
del s. XVI i que seria finalment resolt per Galois. Aquesta observacié va ser publicada i

desenvolupada en el seu llibre escrit al 1799 anomenat ‘Teoria Generale delle

Equazioni’.
TEORIA GENERALE

PAOLO RUFFINIL

raRTE rxiva
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A més a més, va establir les bases de la teoria de les transformacions
d'equacions tot i que va ser Galois qui ho va acabar d’ajustar. Va descobrir i formular
la regla del calcul aproximat de les arrels de les equacions, creant la regla de Ruffini
que va permetre trobar els coeficients del resultat de la divisi6 d'un polinomi de
qualsevol grau pel monomi x — a. Finalment, fou el primer a afirmar que les

equacions de 5e grau no es podien resoldre per radicals.

En general quan el grau d’una equacié era superior a dos, un mode numeric
senzill per coneixer possibles arrels (particularment arrels enteres) era mitjancant la

regla de Ruffini, que estava basada en la divisié entera de polinomis.

Si p(x) era un polinomi existia un polinomi q(x)iR(x) (amb grau de

R(x) < 1) talque p(x) = q(x).(x — a) + R(x).
Que en el cas particular de que a sigues una arrel, es tenia:
p(a) =q(a)-0+R(a) =R(a) =0

a més, si a fos una arrel del polinomi seria:

p(x) = q(x) - (x-a)

Es a dir, en el cas de que es recerquessin arrels enteres, si fos un nombre enter,

es tindria que trobar-la entre els divisors enters del terme independent de p (x) .

Durant el s.XVIIlI es va continuar treballant en la teoria de les equacions i en
1799 el matematic, astronom, fisic alemany Carl Friedrich Gauss va publicar la
demostracié de que tota equacid polinomica té al menys una arrel en el pla complex

(matrius).

En els temps de Gauss, I'algebra havia entrat en la seva etapa moderna. Des de
llavors, I'algebra moderna —també anomenada abstracta- ha anat evolucionant; s’han
obtingut importants resultats i s’han trobat aplicacions en totes les branques de les

matematiques i en moltes altres ciencies.
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3.6 Quan existeix una formula per resoldre les equacions
polinomiques?

Resoldre una equacié polindbmica mitjancant radicals significa trobar una
formula per a les seves arrels de manera que l'Gnica férmula consisteix en les

operacions de suma, resta, multiplicacid, divisio i extraccié d’arrels.

L’equacié quadratica o de segon grau era resolta mitjangant radicals ja des de
I’'época dels babilonis. L’equacid cubica fou resolta per radicals de Ferro, Tataglia i
Cardano. Ferrari va resoldre I'equacié de quart grau pels radicals i havien passat 250
anys sense que ningu fos capac de resoldre les equacions de cinqueé grau per radicals a
pesar dels intents de molts matematics. Entre els que havien fet un serids intent
d’entendre el problema es coneix a Tschimhausen, Euler, Bézout, Vandermonde,

Waring i de Lagrange.

Ningu abans de Ruffini creia que I'equacié de cinqué grau no es pogués resoldre
per radicals. Certament, cap matematic havia publicat tal afirmacid i inclds Lagrange,
en el seu famés document de reflexié sobre les equacions algebraiques va dir que va
tornar a la qliestid de les solucions de cinqué grau i, encara tenia esperances de la seva

resolucid pels radicals.

En 1813, Ruffini va afirmar en el seu llibre “Teoria general de les equacions” que
les equacions de cinqué grau no podien estar resoltes per radicals pero, tampoc va

arribar a demostrar-ho.

Durant el s. XIX van haver-hi dos matematics joves que van acabar de
perfeccionar les imperfeccions que hi havia en aquell temps en I'algebra. A partir de
grans estudis i coneixements van poder arribar a trobar férmules i metodes que van
permetre trobar les solucions de qualsevol equacié de qualsevol grau d’'una manera
senzilla i rapida. Aquests dos matematics van ser: Niels Henrik Abel i Evariste Galois.
Tot i que en va haver un altre que va fer una gran aportacié a la historia de I'algebra i

les equacions, aquest va ser Gauss.

76



L’evolucio de I'algebra en les equacions polindomiques

Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) va ser un matematic, astronom i fisic
alemany que va contribuir significativament en molts camps, un d’ells I'algebra. Va ser
el primer en provar rigorosament el teorema fonamental de I'algebra- —Jean Le Rond
D’Alembert 1717-1783- (dissertacid per a la seva tesi doctoral en 1799), amb el titol:
‘Demonstratio nova theorematis omnem functionem algebraicam rationalem integram
unius variabilis in factores reales primi vel secundi gradus resolvi posse’ (‘Noves proves
del teorema on cada funcié integral algebraica d'una variable es pot resoldre en
factors reals’) on afirmava que tot polinomi no constant de coeficients complexos i de
grau n (n = 1) tenia al menys una arrel complexa. Fou ben conegut que aquest
teorema era equivalent a que cada polinomi no constant amb coeficients reals podia

ser factoritzat en un producte de factors lineals i quadratics.

2 '},
/!

STRATIO NOVA

OMNEM FVNCTIONEM ALGEBRAICAM
RATIONALEM INTEGRAM

\CTORES REALES PRINI VEL SECVNDI GRADYS

CAROLO FRIDERICO GAVSS

ll-lustracio 44: ‘Demonstratio nova theorematis omnem functionem algebraicam rationalem integram unius
variabilis in factores reales primi vel secundi gradus resolvi posse’ de Gauss

Niels Henrik Abel (1802 -1829) fou un matematic noruec que va ser conegut
per intentar trobar la solucié a una equacié de cinqueé grau o superior i finalment dedui
gue no es va poder resoldre mitjancant radicals, per tant no podia tenir solucié.
Juntament amb Galois, se’ls va considerar els creadors de l'algebra moderna. La
majoria de les seves publicacions estaven relacionades amb la resolucié d’aquestes
equacions tot i que arribava a un punt que segons ell, no es van poder continuar ja que

no tenien solucio.

Evariste Galois (1811-1832) fou un matematic francés que va resoldre
equacions polinomiques. En aquella época existien formules per resoldre equacions de

tercer i quart grau, pero Galois va treballar per trobar-n’hi una que resolgués les
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equacions de cinqué grau o majors. Va arribar a la conclusié que només es podien
resoldre mitjangant tecniques de calcul numeéric. Tot i aix0, va descobrir que existien
moltes equacions de cinqué grau que es podien resoldre amb radicals pero, s’entenien
casos particulars. Galois va formular i demostrar un teorema anomenat teorema de

Galois. Aquest teorema permetia la identificacié de les equacions afirmant el seglient:

« Si en una equacio polindbmica la poténcia més alta és un nombre primer i si,
suposat que coneixem dos valors de la x, els altres es poden obtenir a partir d'ells fent
servir Unicament la suma, la resta, la multiplicacié, la divisid, I'exponenciacié i la

radicacio dels coeficients. Llavors I'equacio pot ser resolta mitjangant radicals. »
Analitzant I'evolucid de I'algebra al llarg del temps es pot arribar a la conclusié:

Existeixen formules que permeten resoldre les equacions de segon, tercer i
quart grau. No existeix férmula que permeti resoldre totes les equacions de cinquée

grau o grau superior.
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4 HISTORIA DELS SISTEMES D’EQUACIONS LINEALS | NO
LINEALS

Un sistema d'equacions algebraiques és un conjunt de dues o més equacions
amb diverses incognites que conformen un problema matematic que consisteix a
trobar els valors de les incognites que satisfan les operacions. Com es pot observar en
aquesta definicié I'evolucié dels sistemes d’equacions esta relacionat amb I'evolucié

de les propies equacions.

Els egipcis van deixar en els seus papirs, sobretot en el de Rhind i en el de
Moscou, multitud de problemes matematics resolts. La majoria d'ells eren de tipus
aritmetic i responien a situacions concretes de la vida diaria; perd van poder classificar

alguns d’aquests com algebraics, ja que no es referien a cap objecte en concret.

Els babilonis gairebé no li van prestar atencié a les equacions lineals, potser per
considerar-les massa elementals, i van treballar més en els sistemes d'equacions

lineals i no lineals iles equacions de segon grau tal com:

xty=a xty=a ax+y+cz=d

Y

x*+y%2=b x-y=hb mx+ny+pz=nh

rx+sy+qz=20

Un exemple concret de cadascuna de les situacions anteriors ha arribat fins els

nostres dies en una de les famoses taules babiloniques.

Els sistemes d'equacions van apareixer també en els documents indis. No
obstant aix0, no es van arribar a obtenir metodes generals de resolucid, sind que van

ser resolts com uns tipus especials d'equacions.

El matematics xinesos durant els s. IV i lll aC van continuar la tradicié dels
babilonis arribant aixi els primers métodes del pensament lineal. En el “Tractat Nou

Capitols sobre I’Art Matematic”, apareixia el sistema lineal seglient, aixi com un
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meétode per a la seva resolucid, el qual, en essencia , és el metode d’eliminacié

gaussiana dels nostres dies:
3x+2y+2z=39
x+3y+z=34 L

x+2y+3z=126

Seria interessant recordar el problema que va donar origen a aquest sistema

lineal:

» Hi ha tres classes de gra: tres sacs de la primera classe, dos de la segona
classe i un de la tercera fan 39 mesures; dos de la primera, tres de la segona i
un de la tercera fan 34 mesures i; un de la primera, dos de la segona i tres de
la tercera fan 26 mesures. Quantes mesures de gra estan contingudes en un

sac de cada classe?

Els matematics grecs no van tenir problemes amb les equacions lineals i,
exceptuant a Diofant d’Alexandria, no es van dedicar molt a l'algebra, ja que la seva
preocupacid era major per la geometria. Diofant es va dedicar a l'estudi de les
equacions de varies variables i com va ser un dels primers que va utilitzar simbolisme

en aquestes les va anomenar equacions diofantiques.

Una equacido diofantica és una equacid algebraica on apareixen algunes
variables sent les seves solucions nombres enters. Les equacions diofantiques del tipus
ax + by =namb a,b,n € Z es denominen equacions diofantiques lineals i Diofant va

demostrar un metode per calcular les solucions enteres de I'equacio.
Teorema:

Una equacio lineal diofantica de la forma ax + by = n tenia solucié entera si i
solament si el maxim comu divisor de a i b era un divisor de n. Per obtenir el valor de
I'equacid era necessari coneixer 'algoritme d’Euclides per al calcul del maxim comu

divisor amb la identitat de Bezout.®

® Teoria de les funcions analitiques (1798)
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En la civilitzacié xina s. XIV es va destacar la resolucid de sistemes lineals
d’equacions on s’utilitzaven una regla per resoldre’ls anomenada ‘fanchen’ que era

similar a la que es coneix avui en dia com el metode de Gauss.

En el s. XIll Leonard de Pisa, en la seva obra “Liber Quadratorum’ va estudiar el

sistema no lineal:

Dos esdeveniments en el desenvolupament de I'algebra importantissims van
ser: el descobriment del sistema dels nombres complexos, com una extensié del
sistema R format pels nombres reals, amb les operacions usuals de suma i multiplicacié
i, la primera prova de I'anomenat teorema fonamental de I’algebra (Jean Le Rond

D’Alembert 1717-1783).

Girolamo Cardano (s.XVI) va ser el precursor dels nombres complexos per ser
aquest el primer en considerar expressions de la forma a + V=b amb a i b nombres
reals. Quan la solucid implicava l'arrel quadrada d’'un nombre negatiu (casos
irreductibles), Cardano mostrava un métode per obtenir les solucions de I'equacié
quadratica en el seu llibre “Ars Magna”. Aixi els casos irreductibles eren els nombres
imaginaris que avui en dia donen origen a un nou sistema de nombres que amplien el

dels nombres reals.

Cardano en el capitol 37 del seu llibre “Ars Magna” planteja el seglient

problema:
» Dividir 10 en dues parts tal que el seu producte sigui igual a 40.

Estava clar que aquest cas era impossible com solucio real pero, Cardano va

treballar de la manera seglient:
1.- Es dividia 10 en dues partes iguals, fent cadascuna de valor 5.
2.-Aquestes parts s’elevaven al quadrat i donaven 25.

3.- Es restava 40 del 25 aixi produits, deixaven un residu de -15.
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4.- 'arrel quadrada del residu sumada o restada de 5 donava les parts del producte el

qual era 40.
5.- Aquestes solucions eren: 5+ +—15 i5—+—15 .

Per resoldre sistemes d’equacions lineals era important coneixer també el
llenguatge dels vectors, aixi com |'espai vectorial que impulsava I'estudi d’equacions
lineals ja que des del s. XVII aquest coneixement va representar l'origen de la
matematica moderna, en aquest camp era de gran rellevancia els estudis dels seglients

matematics: Grassmann, Euler, Lagrange, Rowan Hamilton, Frobenius, entre altres.

El matematic Cayley va ser considerat el fundador de I'algebra de matrius
encara que Sylvester, Jordan, Euler, Lagrange i Gauss també eren considerats els

promotors d’aquest calcul.

Els dos matematics que més van interferir en I'evolucié i la resolucié dels
sistemes d’equacions lineals i no lineals van ser: Johann Carl Friedrich Gauss, Eugene

Rouché i Ferdinand Georg Frobenius.

Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) fou va ser un matematic, astronom i
fisic alemany que va contribuir significativament en molts camps, incloent-hi la teoria
de nombres, I'analisi matematica, la geometria diferencial, I'estadistica, I'algebra, la

geodesia, el magnetisme i I'Optica.

Va idear el metode de Gauss per resoldre sistemes d'equacions que fou una
generalitzacio del tradicional metode de reduccid. Consistia en treballar directament
amb els coeficients del sistema escrits en un quadre, és a dir, una matriu, de manera
que cada fila contenia els coeficients de les incognites i del terme independent de cada
equacio i mitjancant les transformacions elementals per files es transformava en una
matriu triangular superior (o inferior). D’aquesta forma s’obtenia un sistema

equivalent a l'inicial que era molt més facil de resoldre.
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A continuacid s’il-lustra la utilitzacié del métode de Gauss, un conjunt de n
equacions lineals amb n incognites reduint-lo a un sistema triangular equivalent —un
sistema equivalent és un sistema que té iguals valors de la solucid i triangular és que

sigui esglaonat- i aixi arribar a obtenir les solucions.
x+y+z=3

x+y—z=1 -

z—y—z=-1
1 1 1 | 3
El sistema en forma matricial 2|1 1 -1 | 1
1 -1 -1 | -1

Si a la segona i tercera fila se li resta la primera, s'obte:

1 1 1 | 3
0o 0 -2 | -2
0 -2 -2 | —4

Si s'intercanvia la segona fila i la tercera, s'obte:

1 1 1 | 3
0 -2 -2 | —4
0o 0 -2 | -2

L’anterior matriu ampliada del sistema d’equacions és equivalent a I'inicial per tant el
sistema sera:

x+y+z=3

—2y —2z=—4

—2z=-=2

Se soluciona la tercera equacid i s’obté el valor de z; z = 1. Posteriorment y = 1 i per

ultim x = 1. La solucid del sistema és: x,y,z = 1,1,1.
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Eugéne Rouché (1832-1910) fou un matematic francés que juntament amb
Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) un matematic alemany van crear el teorema
Rouché-Frobenius. Rouché el va crear i Frobenius va demostrar la validesa d’aquest.
Aquest teorema, en algebra lineal, va permetre calcular el nombre de solucions d'un
sistema d'equacions lineals en funcié del rang de la matriu de coeficients i del rang de
la matriu ampliada associades al sistema. El teorema establia que perque un sistema
d'equacions lineals sigui compatible era condicié necessaria i suficient que la matriu
formada pels coeficients juntament amb I'ampliada pels termes independents
posseissin el mateix rang. A part d’aix0, el sistema constituit seria determinat si el seu
rang coincidia amb el nombre d'incognites o seria indeterminat si posseia un valor

menor a tal nombre.

sirang= n? incognites:
| SISTEMA COMPATIBLE
‘ DETERMINAT

rang(A)=rang(A*)

J sirang < n2 incognites:
| SISTEMA COMPATIBLE

TEOREMA ROUCHE- ‘ INDETERMINAT
FROBENIUS ‘ s )

SISTEMA
INCOMPATIBLE

rang(A)#rang(A%)

ll-lustracié 45: Teorema Rouché- Frobenius
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5 CONCLUSIO

Fa gairebé nou mesos que el treball de recerca va anar entrant poc a poc a la
meva rutina fins que es va instal-lar en ella. Tenia clar que el tema havia d’estar
relacionat amb les matematiques i després d'un temps de reflexions i diverses
propostes vaig elegir el tema del meu treball: I'evolucié de I'algebra en les equacions
polinomiques. Des d’un primer moment em vaig adonar que seria un treball al qual se
li hauria de dedicar bastant temps, cal destacar que a mi personalment m’ha passat

molt rapid degut que tractava un tema que m’agradava molt i tenia molt interés en ell.

Tot i que al principi el meu objectiu solament fos estudiar I'evolucié de
I'algebra, durant el transcurs del treball m’han sorgit de nous com a partir de les
caracteristiques de cada época poder entendre millor com eren aquells periodes. Un
cop acabat aquest treball puc afirmar que aquests objectius s’"han complert de manera

satisfactoria.

Després de dur a terme aquest treball he pogut observar la importancia de les
matematiques en la vida quotidiana en diversos periodes historics. M’han semblat
molt interesants cadascun dels plantejaments i dels procediments que es duien a

terme a cada periode i encara més, com perduren alguns d’aquests avui en dia encara.

Malgrat haver tingut molta feina, estic molt satisfeta amb el treball que he fet.
A part d’adquirir nous coneixements matematics també he millorat aspectes personals
com l'organitzacid, la disciplina i I'esfor¢. He d’admetre que hi havia moments que
pensava que aquest tema em superava i no podia continuar, tot i aixi, vaig continuar

cap endavant i estic orgullosa d’haver superat aquests entrebancs.

Al llarg d’aquest treball, s’ha intentat demostrar I'evolucié que ha experimentat
I'algebra des dels seus origens que es troba en I'antiga civilitzacio egipcia, fins al segle
XX, ressaltant matematics de renom universal com: Al-Khawarizmi, Lagrange, Gauss,

Galois, entre altres.

Efectivament, el present estudi mostra com els metodes aritmetics-geometrics

gue es van utilitzar en els inicis de les cultures, per arribar a obtenir el resultat en la
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resolucié d’un problema, es van dirigint vers uns raonaments geometrics euclidians
presents, ja en el segle Ill. Consequentment, aquests raonaments van millorar
notablement el rigor matematic en la resolucid, basant-se en determinar una condicié
geometrica general, demostrada per una serie de raonaments inductius, gracies a la
qual, es va poder recercar i analitzar I'expressié escrita més senzilla per poder aixi

arribar a obtenir un resultat correcte.

Hem de destacar que la societat al llarg del temps ha estat i és dinamica i, com
a conseqiiéncia, ha portat i porta, inevitables i grans canvis. Aquests canvis han
fomentat la necessitat d’utilitzar simbols i signes especifics per poder arribar a simular
experiments, a elaborar conjectures, a comprovar i a validar les mateixes amb un
llenguatge precis, concis i exacte que dedueixi amb un llenguatge formal la resposta

del problema.

El llenguatge simbolic utilitzat per I'algebra partir del segle XV ha servit
d’estimul per impulsar I'algebra a formar part de nombroses aplicacions: aplicacions en
totes les branques de les matematiques aixi com en altres ciéncies i tecnologies
modernes com son la logica; les ciencies de la computacid; la programacié; la

tecnologia de Microsoft Office; I'enginyeria, ...

Per ultim m’agradaria destacar que m’ha semblat molt interesant, en la meva
part practica, la resolucié de les equacions quadratiques segons Al-Khwarizmi i la
férmula Ferro-Tartaglia ja que tot i ser metodes molt antics crec que sén molt
entretinguts i sén una manera molt original i diferent d’aillar les solucions a una

equacio de segon grau.
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